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Vorwort. 

Das vorliegende Buch ist eine Bearbeitung der Vorträge, 
welche Herr Professor C. Küpper seit dem Jahre 1867 an 
der Prager technischen Hochschule über Geometrie der Lage 
gehalten hat. 

Diesem Gegenstande ist am genannten Institute blos eine 
Stunde wöchentlich zugewiesen, und die Vorträge mussten 
demgemäss so eingerichtet werden, dass sie trotz der knapp 
bemessenen Zeit den Techniker in das Gebiet der projekti- 
vischen Geometrie einführen. Aber auch den Lehramtscan- 
didaten sollten sie die Grundlage für das weitere Studium 
der Geometrie liefern, da an der Hochschule keine besondere 
Abtheilung für dieselben besteht. Es wurden daher die Con- 
struktionen, sowie die Sätze in möglichst conciser Weise 
zusammen gefasst und so dargestellt, dass sie für reelle sowie 
für imaginäre Elemente gleiche Geltung behalten, wodurch 
der so häufig auftretende und nicht gerechtfertigte Unter- 
schied zwischen dem Imaginären und Reellen, wenigstens in 
den Elementen, vollständig verschwindet. 

Bei den Vorträgen war es üblich, dass nicht der ganze 
im vorliegenden Buche enthaltene StoflP jährlich erschöpft 
wurde, sondern dass je nachdem Zeit und Umstände es ver- 
langten, abwechselnd einzelne Theile der letzten drei Kapitel 
weggelassen wurden. 

Der Verfasser war bestrebt, die Strenge und Klarheit 
der Vorträge, unbeschadet ihrer Kürze, wiederzugeben. Bei 
dem Studium können der § 7 des III. Kapitels und ebenso 
alle auf die metrischen Eigenschaften der Kegelschnitte Bezug 
habenden Paragraphen, ohne Nachtheil für das Folgende, 
weggelassen werden. Die letzteren dürften aber als Be- 
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rührungspunkte mit der analytischen Geometrie, wie sie an 
den Mittelschulen gelehrt wird, dem Studierenden immerhin 
sehr erwünscht sein. Sollten die Curven dritter Ordnung im 
VIII. Kapitel zu knapp behandelt erscheinen, so möge hier 
besonders hervorgehoben werden, dass es nicht beabsichtigt 
ist, daselbst eine Einleitung in die Theorie dieser Curven zu 
geben; es soll nur zum weiteren Studium angeregt werden, 
was wol am Besten dadurch zu erreichen ist, dass der Ler- 
nende gezwungen wird, über das Gelesene nachzudenken. Es 
sei in dieser Beziehung besonders auf den § 4 dieses Kapitels 
hingewiesen, in welchem eine vollständig geometrische Be- 
gründung der Polarentheorie für die Curven dritter Ordnung 
gegeben wird. 

Prag, Oktober 1889. 
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I. Kapitel. 
Definitionen. — Projektivität. — Involution. 

§ 1. Definitionen. 

Definition 1. Die Gesammtheit der Punkte und Geraden 
einer Ebene nennt man ein ebenes System. Die Ebene selbst 
heisst Träger des ebenen Systems. 

2. Die Gesammtheit der Punkte einer Geraden heisst 
gerades Gebilde, Die Gerade selbst wird Träger des geraden 
Gebildes genannt. Die Punkte heissen auch Elemente des 
geraden Gebildes. 

8. Die Gesammtheit der Strahlen, die durch einen Punkt 
in einer Eb^e gehen, heisst Strahlenbüschel, der Punkt selbst 
wird als Träger oder Scheitel des Strahlenbüschels bezeichnet. 
Die Strahlen heissen auch Elemente des Strahlenbüschels. 

4, Die Gesammtheit der Ebenen, welche durch eine Ge- 
rade gehen, nennt man Ebenenbüschel, die Gerade wird Träger 
dieses Büschels oder Axe desselben genannt. Die Ebenen 
heissen auch Elemente des Ebenenbüschels. 

6. Ein Strahlenbüschel schneidet jede Gerade seiner 
Ebene, die nicht durch seinen Scheitel geht, in einem ge- 
raden Gebilde. Dieses heisst der Schnitt des Strahlenbüschels 
mit der Geraden. 

6, Ein gerades Gebilde wird aus einem beliebigen 
Punkte, der nicht auf dem Träger desselben liegt, durch 
einen Strahlenbüschel projicirt. Der Strahlenbüschel wird die 
Projektion oder der Schein des geraden Gebildes genannt. 

7. Jede Ebene wird von einem Ebenenbüschel, dem sie 
nicht angehört, in einem Strahlenbüschel geschnitten, dessen 
Scheitel der Schnittpunkt der Axe mit der Ebene ist. Hieraus 

BoBBK, proj. Geometrie. 1 



2 I. § 1. Definitionen. 

folgt, dass jede Gerade, welche die Axe des Ebenenbüschels 
nicht schneidet, von diesem in einem geraden Gebilde ge- 
schnitten wird. Der Strahlenbüschel resp. das gerade Gebilde 
heisst Schnitt des Ebenenbüschels, 

8. Umgekehrt wird jedes gerade Gebilde aus einer Axe, 
die den Träger jenes nicht schneidet, durch einen Ebenen- 
büschel projicirt. Ebenso wird ein Strablenbüschel aus einer 
Axe, die durch seinen Scheitel geht, aber nicht in seiner 
Ebene liegt, durch einen Ebenenbüschel projicirt. Der Ebenen- 
büschel heisst Projektion oder Schein des geraden Gebildes 
resp. des Strahlenbüschels. 

9. Sind zwei gerade Gebilde Schnitte desselben Strahlen- 
büschels, so sagt man, die geraden Gebilde liegen perspek- 
tivisch. Die Punkte, welche auf demselben Strahle liegen, 
mögen einander entsprechende oder homologe Punkte genannt 
werden. Die Beziehung, in welche die beiden geraden Ge- 
bilde durch die homologen Punkte zu einander gebracht 
werden, heisst Projektivität. Man sagt die beiden geraden 
Gebilde sind in Anbetracht der homologen Punkte projek- 
tivisch. 

Man beachte, dass im Schnittpunkte der obigen Träger 
der geraden Gebilde zwei homologe Punkte liegen. 

10. Sind zwei Strahlenbüschel Scheine desselben geraden 
Gebildes, so sagt man die Strahlenbüschel liegen perspektivisch. 
Die Strahlen, welche denselben Punkt des geraden Gebildes 
projiciren, mögen einander entsprechende oder homologe Strahlen 
heissen. In Anbetracht der homologen Strählen nennen wir die 
Strahlenbüschel projektivisch. 

Man beachte, dass in dem Strahle, welcher beide Scheitel 
der Büschel enthält, zwei homologe Strahlen liegen. 

11. Ein gerades Gebilde, welches der Schnitt eines 
Strahlenbüschels ist, heisst zum letzteren perspektivisch. Wird 
jedem Strahl des Büschels der Punkt des geraden Gebildes als 
homolog zugewiesen, welcher auf dem Strahle liegt, so heissen 
der Strahlenbüschel und das gerade Gebilde in Anbetracht der 
homologen Elemente projektivisch. 

Die Definitionen der Projektivität für den Ebenenbüschel 
sind durch 7 und 9 oder 10 festgestellt 
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12, Die Beziehung der Projektivität betrachten wir als 
von der gegenseitigen Lage der Gebilde unabhängig. Wir 
erlauben uns eines oder beide Gebilde beliebig im Räume zu 
verschieben, ohne dass wir dadurch die Projektivität gestört 
ansehen, wenn wir nur dieselben Elemente, als einander zu- 
gewiesen, festhalten. 

§ 2. Sätze über projektivische Gebilde. 

Lehrsatz 1. Zwei projektivische gerade Gebilde "können 
stets in perspektivische Lage dadurch gebracht werden, dass man 
in den Schnittpunkt beider Träger zwei homologe Funkte ver- 
einigt. 

Seien die Geraden G und G' die Träger der geraden Ge- 
bilde \a,b,c,d,. . ,\ und | a', 6', c', d' . • . | , welche auf den- 
selben von dem Strahlenbüschel {t), dessen Scheitel t ist, aus- 
geschnitten werden, so dass a, a'; b, 6'; c, c'\ d,d' . , . auf 
demselben Strahle liegen, und daher die geraden Gebilde auf 
G und G\ die wir mit | G \ und | G' \ bezeichnen wollen, in 
Anbetracht dieser homologen Punkte projektivisch sind. Der 
obige Satz sagt nun aus, wie immer wir G und G' aneinan- 
der legen, sobald im Schnittpunkt beider zwei homologe 
Punkte vereinigt liegen, so liegen | G \ und | G' \ perspektivisch 
d. h. die Verbindungsgeraden homologer Punkte gehen durch 
einen festen Punkt. 

Denken wir uns das Gebilde G' so aus der Zeichenebene Fig. i. 
in den Raum gelegt, dass der Punkt a^ auf a fällt und die 
Punkte 6', c, d' . . . nach b^, c^, dl gelangen, so lässt sich 
zeigen, dass 66/, cc/, dd^ . . . durch einen Punkt gehen. 
Denn ist ® zu (?' durch a parallel gezogen und schnei- 
den ib, tc, td . . . diese in b, c, b, so sind die Geraden 
b6/, CCi', bd/ . . . zu einander parallel, wie aus der Propor- 
tionalität der Abschnitte auf 65 und G^ folgt. Zieht man 
also aus t die Gerade T parallel zu diesen Strahlen, so ist 
dieselbe Axe des Ebenenbüschels, welcher die Punkte 
6/b, c/c, f?/b . . . gleichzeitig projicirt und dessen Ebenen 
daher G in den Punkten 6, c, d . . . schneiden. Ist mithin s 
der Schnittpunkt von T mit der Ebene der Geraden G und 
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G^ SO gehen die Strahlen 6/6, c/c, d/d . . . alle durch 5 d. h. 
I G I und I 0/ I liegen perspektivisch. 




Fig. 1. 

Folgerung 1. Beschreibt der Punkt a das gerade Ge- 
bilde 1 (t I in stetiger Weise, ohne den Sinn seiner Bewegung 
zu ändern, so beschreibt auch der homologe Punkt a das 
Gebilde \G' \ in stetiger Weise, ohne seinen Sinn zu ändern. 
Es können nämlich | G \ und | G' \ als Schnitte eines Strahlen- 
büschels betrachtet werden, dessen Strahlen aa den Büschel 
in einem Sinne beschreiben, der sich nicht ändert, so lange 
der Sinn von a es nicht thut. 
i'ig 2. Seien | G \ und \G' \ in perspektivischer Lage und t das 

Perspektivitätscentrum, % der Strahl von {t\ welcher in a und 
a schneidet, so wird, wenn a das Gebilde auf G im Sinne 
des Pfeiles 1 beschreibt, a' das Gebilde auf G' im Sinne des 
Pfeiles 2 durchlaufen. Sei @ die durch t z\x G gezogene Pa- 
rallele, welche 6r' in u schneiden möge. Je weiter der Punkt 
a auf G in der Richtung des Pfeiles 1 hinausrückt, desto 
näher rückt offenbar a an u und wir wollen sagen der 
Punkt u entspricht dem Punkte u^ von (r, in welchem ® 
die G schneidet, supponiren also, dass G von der Parallelen 
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& in einem Punkte geschnitten wird, den wir den unendlich 
fernen Funkt von G nennen. 

Rückt nun a über u in demselben Sinne des Pfeiles 2 
weiter nach h\ so wird , 

der Strahl 85 wieder auf G J 

den Punkt 6 ausschneiden ^ Igf. 

und zwar durchläuft nun / .^ / 

6 das Gebilde auf G noch ..V.. 1^1 ^ 

fortwährend in demselben / . / ' ./y "^ 

Sinne. Durch die An- / -y' / 

nähme des Punktes w„ ist es V, 4.- Z, N. 

also möglich, das Gebilde f/ ,■' 
auf G von einem Punkte y% 
a ganz beschreiben zu las- / 
sen, ohne dass er seinen ^^' ^' 

Sinn ändert, das Gebilde auf G ist also ein vollständig zu- 
sammenhängendes. 

Schneidet die Gerade @' parallel zu G' die G in v, so 
ist offenbar t; der homologe Punkt des unendlich fernen 
Punktes v' von G'. 

Durch die obige Festsetzung haben wir jeder Geraden 
einen unendlich fernen Punkt zugeschrieben, in welchem sie 
von allen zu ihr parallelen Geraden geschnitten wird. Wir 
wollen diesen Punkt auch die Richtung der Geraden nennen 
und die Geraden der Ebene, welche dieselbe Richtung haben, 
als einen Parallelstrahlenbüschel bezeichnen. 

Anmerkung. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke avt 
und tua der Figur 2 folgt 

va . ua = vt . ut (1) 

d. h. das Produkt va . u'a hat einen constanten Wert, wenn 
a, a zwei projektivische gerade Gebilde durchlaufen, in denen t; 
und u den unendlich fernen Punkten v^ und u^ entsprechen. 

3. Zwei projektivische gerade Gebilde liegen stets per- 
spektivisch, sobald im Schnittpunkte ihrer Träger zwei ho- 
mologe Punkte vereinigt liegen. 

3. Sollen zwei gerade Gebilde projektivisch gemacht 
werden, so kann man drei Punkten des einen drei beliebige 
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Puukte des anderen zuweisen, wodurch dann die Projektivität 
vollständig bestimmt ist. 

Denn sollen den Punkten a, 6, c von G die Punkte 
a, 6', c' von G' in irgend einer Projektivität entsprechen,* 
so lege man G' so an 6r, dass a mit a zusammenfällt, 
während bb\ cc sich in t schneiden mögen. Dann müssen 
die geraden Gebilde auf G und G' perspektivisch liegen, und 
i ist ihr Perspektivitätscentrum, also schneiden die Strahlen 
durch t auf G und G' homologe Punkte projektivischer Ge- 
bilde aus, in denen a, 6, c und a\ 6', c einander entsprechen. 
Die Projektivität der geraden Gebilde ist also vollständig 
bestimmt. 

Es könnte speciell geschehen, dass hV zu cc parallel 
wäre, dann muss jede Gerade, welche homologe Punkte von 
G und 6r' mit einander verbindet, zu hV parallel sein. Denn 
würde dd! dieselbe in t schneiden, so wäre i das Perspekti- 
vitätscentrum, also müsste auch cc durch t gehen. Der Pa- 
rallelstrahlenbüschel von der Richtung hV schneidet also dann 
auf G und G' die homologen Punkte der projektivischen ge- 
raden Gebilde aus. In den projektivischen Gebilden ent- 
sprechen einander die unendlich fernen Punkte. Die obige 
Relation (1) nimmt die Form: 

(2) ^ = Const. 

an, wie aus den ähnlichen Dreiecken a66', acc\ add\ . . . 
ohne Weiteres folgt. 

umgekehrt sind zwei gerade Gebilde so projektivisch 
auf einander bezogen, dass die unendlich fernen Punkte ho- 
molog sind, und werden dieselben in perspektivische Lage 
gebracht, ohne dass ihre Träger einander parallel sind, dann 
müssen die Verbindungsgeraden homologer Punkte zu einan- 
der parallel sein und es findet mithin die Beziehung (2) statt. 
Legt man aber die Geraden, welche die projektivischen ge- 
raden Gebilde tragen, zu einander parallel, dann gehen die 
Verbindungslinien homologer Punkte i.A. durch einen im 
Endlichen gelegenen Punkt t 

Derartig auf einander bezogene gerade Gebilde nennt man 
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ahnlich. In dem speciellen Falle, dass 6c = 6'c' ist, d. h. 
die Const. = 1 in der Beziehung (2) wird, heissen die Ge- 
bilde congrumt Legt man die Geraden, welche sie tragen, zu 
einander parallel, so sind die Verbindungsgeraden homologer 
Punkte zu einander parallel, der obige Punkt t liegt auch im 
Unendlichen. 

Congrumte und ähnliche gerade Gebilde sind also spe- 
cielle projektivische gerade Gebilde. 

Als Zeichen der Projektivität wird das Zeichen 7\ ge- 
wählt. So dass I alcd . . . | A [ ct'Vcd' . . . | heissen soll: das 
gerade Gebilde | ahcd . . . | ist projektivisch zum geraden Ge- 
bilde \aVcd',..\. Homologe Punkte sind solche, die an 
derselben Stelle von links nach rechts gerechnet stehen. 

Lehrsatz 2. Hat man zwei projektivische gerade Gebilde 
\ahcd..,\ und \a'Vc'd\ . .\ auf demselben Träger G, von 
welchen zwei entsprechende Elemente in einem, Punkte des Trägers 
a = a' co'incidiren, so gibt es noch einen zweiten Punkt x = x\ 
in welchem zwei homologe Punkte sich decken. 

Wir wollen solche sich deckende homologe Elemente 
projektivischer Gebilde Deckelemente nennen. 

Denkt man das gerade Gebilde | aVcd' . . . | unter Fest- Fig. s. 
haltung des Punktes a =^ a' um irgend einen Winkel nach 




Fig. 3. 



(t/ gedreht, so dass seine Lage G/ | ab^c^d^ . . . | wird, 
so gehen die Geraden 6&/, cc/, dd^ .. . durch einen festen 
Punkt t der Ebene. Zieht man durch t den Strahl, welcher 
auf der Winkelhalbirenden des obigen Drehungswinkels senk- 
recht, steht, so schneidet er (r/ in x^ und G in x, so dass 
ax^ = ax wird, dass also bei der Rückdrehung von G/ in 
6r' der Punkt x' mit x coincidirt. 
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Es könnte geschehen, dass die Senkrechte auf die Win- 
kelhalbirende durch den Punkt a ginge, so dass x und xl 
in a fallen, dann ist a als ein doppeltes Deckelement an- 
zusehen. 

Lelirsatz 3. Liegen sswei prcjeMivische gerade Gebilde auf 
demselben Träger G und geschieht es dreimal, dass ein Punkt 
mit seinem homologen zusammenfällt ^ so coincidirt jeder Punkt 
mit seinem homologen, oder die beiden geraden Gebilde sind 
identisch (congruent). 
Fig. 4. Denn dreht man das eine Gebilde 6r' um den Punkt a = a 

in die Lage G^^ l^'V^/of/ |, so werden, da 

ab = a6/ ac = ac/, ad = ac?/ . . . 

ist, die Geraden 66/, cq", dd^^ . , , 
parallel und senkrecht zur Halbi- 
rungslinie des Drehungswinkels, also 
schneidet jeder Stral dieses Parallel- 
strahlenbüschels die G und G^' in den 
Punkten x und a;/ so, dass ax=ax{ 
/ ist, dass also bei der Rückdrehung 

^^«- *• X mit X coincidirt. 

Folgerung 1. Zwei projektivische gerade Gebilde auf dem- 
selben Träger können höchstens zwei DeckpimMe haben, wenn 
sie nicht identisch sein sollen. 

Hieraus folgt auch, dass die zum Beweise des Lehr- 
satzes 2 gemachte Construktion unabhängig vom Drehungs- 
winkel stets denselben Punkt x = x' liefern muss. 

Lehrsatz 4. Sind zwei gerade Gebilde einem dritten pro- 
jektivische so sind sie auch unter einander projektivisch. 
Fig. 5. Denn sei das gerade Gebilde \abcd...\ projektivisch 

zu [ abcb . . . I und dieses zu | a'b' c d' . . . |, so lege man die' 
Träger 6r, @, G' derselben so im Räume aneinander, dass 
sie die Kanten einer dreiseitigen körperlichen Ecke bilden, 
in deren Scheitel die drei Punkte a, a, a vereinigt liegen. 
Zu Folge des Lehrsatzes 1 liegen daher | G \ und \%\, sowie 
auch I @ I und \G' \, perspektivisch. Es gehen mithin die 
Geraden 6b, cc, c?b . . . durch einen Punkt s und die Geraden 
W, cc', bd' . . . durch einen Punkt 5'. Die Gerade ss ist 
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mithin die Axe eines Ebenenbüschels , dessen Ebenen durch 
je drei der Punkte bW, ccc\ dbd' . . . gehen und dieser 
schneidet daher die Ebene der Geraden G und G' in einem 




Punkte t, durch den die Stralen &6', cc\ dd' . . , gehen 
müssen, also liegen \G\ und \G'\ perspektivisch. 

Homologe Punkte von | G \ und | G' \ sind solche, welche 
demselben Elemente von & entsprechen. 

Lehrsatz 5. Zwei perspektivisch liegende Strahlenhüschel 
(f) schneiden zwei Gerade G und G' ihrer Ebene in projekti- 
vischen Punktreihen. 

Denn (t) und (t') sind Scheine eines und desselben ge- 
raden Gebildes & und diesem sind | G \ und | G' \ projekti- 
visch, da I @ I und | G \ perspektivisch in Bezug auf (t) und 
1 & 1 und I G' I perspektivisch in Bezug auf (t') liegen. 

Nach dem Lehrsatze 4 sind dann auch | G \ und | G' \ 
projektivisch und zwar sind homologe Punkte diejenigen, 
welche Projektionen desselben Punktes von @ sind. 

Die Träger von | G \ und \G' \ können auch coincidiren. 

Lehrsatz 6. Zwei Strahlenbüschel, welche zwei m einan- 
der projektivische Punktreihen prqjidren^ sind projektivisch. 

Offenbar wird der Beweis erbracht sein, wenn man die rig. e. 
beiden Strahlenbüschel in perspektivische Lage bringen kann. 
Der Strahlenbüschel {t) möge das gerade Gebilde \a,b,c,d . , .\ 
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von G und (t') das gerade Gebilde | a, h\ c,d\..\ von G' 
projiciren. Man denke nun (t) und G fest mit einander ver- 
bunden und so in der Ebene verschoben, dass der Strahl ta 
von (t) auf den Strahl t'a von (f) fallt, ohne dass t mit t' 
coi'ncidirt. In dieser gegenseitigen Lage mögen sich die 




Fig. 6. 

Strahlen tb und fb' in b und tc, i'c' in c schneiden. Die Ge- 
rade bc = @ wird nun von {€) und (t') in zu einander pro- 
jekti vischen Punktreihen geschnitten, wenn als homologe 
Punkte diejenigen betrachtet werden, die auf den Strahlen von 
{i) und it') liegen, welche homologe Punkte von \Gr\ und 
I G' I projiciren. 

Da nun die projektivischen geraden Gebilde auf @ drei 
Deckpunkte besitzen in b, C und dem Schnittpunkte a von 
ta = t' a mit @, so sind sie identisch, und je zwei homologe 
Strahlen von (^) und {t'^ müssen also denselben Punkt von % 
enthalten, d. h. {£) und (^') sind in perspektivischer Lage, sie 
waren daher ursprünglich projektivisch. 

Folgerung 1. Zwei projektivische Strahlenbüschel liegen 
stets perspektivisch, sobald in der Verbindungsgeraden ihrer 
Scheitel zwei homologe Strahlen liegen. 

Hiernach lassen sich die Sätze über projektivische gerade 
Gebilde auf projektivische Strahlenbüschel einfach übertragen. 
Aus dem Lehrsatze 3 folgt z. B.: 
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Zwei concentrische zu einander projektivische Strahlen- 
büschel haben höchstens zwei Deckstrahlen, wenn sie iden- 
tisch sind. 

2. Zwei Strahlen, welche sich mit gleicher Winkelge- 
schwindigkeit um zwei feste Punkte t, t' drehen, beschreiben 
zwei zu einander projektivische Strahlenbüschel. Denken wir 
uns nun diese beiden Büschel (t) und (t') in eine Ebene so 
gelegt, dass der Sinn der Drehung für beide der nämliche 
ist, und dass der Strahl tf eine gleichzeitige Lage des be- 
weglichen Strahles von (f) und (f) ist, so werden je zwei 
homologe Strahlen beider Büschel zu einander parallel. Da 
diese Büschel nach der Folgerung 1 zu einem und dem- 
selben geraden Gebilde perspektivisch liegen sollen, keiner 
der Schnittpunkte homologer Strahlen aber im Endlichen liegt, 
so machen wir die Annahme, dass das gerade Gebilde, zu 
welchem (t) und (^') perspektivisch liegen, im Unendlichen 
liege, oder dass die Ebene im Unendlichen ein gerades Oe- 
bilde &^ besitze. Mit Rücksicht auf das in der Folgerung 1 
zum Lehrsatz 1 über den unendlich fernen Punkt eines ge- 
raden Gebildes Gesagten folgt, dass die Ebene nur ein einziges 
unendlich fernes gerades Gebilde besitzt, welches die unendlich 
fernen Punkte der Strahlen des Büschels (f) enthält, und zu dem 
je zwei congruente StrahlenbOschel perspektivisch liegen, sobald 
in der ihre Scheitel verbindenden Geraden zwei entsprechende 
Strahlen coincidiren, und beide Büschel denselben Sinn haben. 

3. Die vorstehenden Sätze liefern folgenden für die Con- 
struktion projektivischer Gebilde wichtigen Satz: 

Ist in einer beliebigen Beihe von Strählenbüscheln und ge- 
raden Gebilden jedes mit dem folgenden in persjpeTctivischer Lage, 
so sind je ßwei Gebilde der Beihe projeJctivisch. 

Aufgabe 1. Das gerade Gebilde G ist zu G' so pro- 
jektivisch bezogen, dass a, 6, c von G die Punkte a\ b\ c 
von G' entsprechen; es soll zu einem beliebigen Punkte d 
von G der homologe d' von G' construirt werden. 

Man nehme auf aa' irgend zwei Punkte f, t' beliebig Fig. ? 
an (nur nicht t m a oder t' in a'), ziehe tb und tc^ welche 
von t'b' und t' c' in b resp, c getroffen werden. Die Strahlen 
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der Büschel (t) und (f), welche denselben Punkt b von 
@ = bc projiciren, schneiden dann auf G und G' homologe 
Punkte d, d' der projektivischen geraden Gebilde aus. 




Zusatz. Nimmt man t in a und ^' in a an, so möge 
die erhaltene Gerade @ Vervollständigungsaxe heissen. Schnei- 
det sie G in m und G' in n\ so liegt offenbar m' und n im 
Schnittpunkte beider Träger G, G\ Hieraus folgt, dass die 
Vervollständigungsaxe dieselbe bleibt, wenn man t in irgend 
einen Punkt x' von G' und t' in den homologen Punkt x von 
G verlegt, oder: Sind x, x und y, y zwei homologe PunTcte- 
paare der projeJctivischen Gebilde, so schneiden sich xy' und x'y 
stets in einem PtmJcte j einer festen Geraden &, welche die 
Vervollständigungsaxe der projeJctivischen geraden Gdnlde ist 

Aufgabe 2. Es sind zwei projektivische Strahlenbüschel 
{t) und {t') gegeben, in denen den Strahlen Äj B, C die Strahlen 
Ä', B\ C entsprechen sollen, man construire zu einem Strahle 
D den homologen D\ 

Man lege durch den Schnittpunkt von A, Ä irgend zwei 
Gerade T, T', welche von den projektivischen Strahlenbüscheln 
in perspektivischen geraden Gebilden geschnitten werden, 
deren Perspektivitätscentrum g durch B, B' und (7, C be- 
stimmt ist. 

Zusatz. Nimmt man T mit A' und T mit A coinci- 
dirend an, so ist g der Schnittpunkt der Strahlen M und JV, 
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welche dem Strale M' = N entsprechen, der in tt' liegt; g 
bleibt also ungeändert, wenn an Stelle von Ay A/ irgend zwei 
homologe Strahlen X, X' treten, und da diese von den ho- 
mologen Strahlen Y' und Y in homologen Punkten geschnitten 
werden, die mit g auf einer Geraden liegen, so folgt: Sind 
X, X' und Y, Y zwei Paare homologer Strahlen der Büschel 
{f) und (f), so geht die Verbindungslinie der Schnittpunkte X . Y 
und X' . Y durch einen festen Punkt, welcher das Vervollstän- 
digungscentrum der projektivischen StraJilenbüschel heisst 

§ 3. Die Involution. 

Legt man zwei projektivische gerade Gebilde 

I avu^ ... I A I a'v^u . . . | 

so auf einen Träger ö, dass v und u in denselben Punkt m 

zu liegen kommen , so bezeichnet man diese specielle Lage 

der projektivischen Gebilde als involutorische. 

Das Charakteristische dieser Lage ist, dass dem Punkte 
m zu \G\ oder | G' \ gerechnet derselbe Punkt m^ entspricht, 
das einemal zu \G'\, das anderemal zu | 6r | gezählt. Dieses 
Verhalten zeigen aber auch irgend zwei einander entsprechende 
Punkte a, a' der Gebilde. Denn die in § 2 abgeleitete Re- 
lation ist: 

ma . ma' = Const. (3) 

und zeigt, dass wenn a' als zu ] (r | gehörend mit 6 bezeichnet 

ist, für den homologen Punkt 6' sich mb' = ma ergibt. Es Fig. sa. b. 

kann aber 6' nicht auf die andere Seite von m fallen, auf der 

a nicht liegt. Denn beschreibt a das Gebilde | ö | im Sinne 

des Pfeiles 1, so wird 

a' das Gebilde | G' | im -^ «=5: ^ — 5=h 

Sinne des Pfeiles 2 be- ^^«- »»• 

schreiben, der, wenn m ^.. «' «^ 

— tep ^ 



H h- 



Fig. 8 b. 



zwischen aa' liegt, wie 

Fig. 8 a, mit dem erste- 

ren übereinstimmt; wenn m aber ausserhalb liegt, wie in 

Fig. 8 b, ihm entgegengesetzt ist, wie aus (3) folgt. Der Punkt b 

beschreibt | (t| in demselben Sinne^ wie a, und da mb'== ma 

ist und 6', a zu verschiedenen Seiten von m liegen sollen, so 
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würde in Fig. 8a 6' das Gebilde \G'\ entgegengesetzt dem 
Sinne von a beschreiben, was nach § 2 Folgerung 1 Seite 4 
unmöglich ist, da a und b das Gebilde | G | in demselben Sinne 
beschreiben. In Fig. 8 b beschreiben aber a und 6 das Ge- 
bilde I (t I im entgegengesetzten Sinne, während a und 6' es 
in demselben Sinne beschreiben würden, was nach § 2 wieder 
unzulässig ist. Es muss also V mit a coi'ncidiren. 

..Man nennt dieses Entsprechen der Punkte a, a ein in- 
volutorisches und fasst die beiden conlocalen projektivischen 
Gebilde unter den Namen Involution zusammen und nennt 
zwei homologe Punkte der projektivischen Gebilde ein Taar 
conjugirter Punkte der Involution. Der Punkt m heisst Mit- 
telpunJct der Involution, sein conjugirter ist der unendlich ferne 
Punkt des geraden Gebildes. 

Eine Punktinvolution wird aus jedem Punkte der Ebene 
durch eine Strahleninvolution projicirt. 

Lehrsatz 1. Eine Strahleninvolution wird von jeder Ge- 
raden & ihrer Ebene in einer Punktinvolution geschnitten. 
Fig. 9. Denn ist die Strahleninvolution in (t) Projektion der In- 

volution auf G und zieht man durch t den Strahl Sl parallel 
zu ® , so ist der Strahl W, welcher a' projicirt, der conjugirte 
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Strahl, und schneidet & in dem Punkte m, welcher zu m'^ 
conjugirt ist, in welchem 21 die ® schneidet. Da die Strahlen 
21, W sich involutorisch entsprechen (die Punkte a, a' thun 
es ja), so entsprechen sich m und tn'^ involutorisch, also haben 
die projektivischen Gebilde auf & involutorische Lage. 

Folgerung. Schneiden zwei conlocale Strahlenbüschel 
eine Gerade ihrer Ebene in einer Involution, so bilden sie 
eine Strahleninvolution und schneiden daher jede Gerade der 
Ebene in einer Involution. 
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Lehrsatz 2. Zwei projeJctivische gerade Gdnlde haben eine 
involutorische Lage, sobald irgend ein Eaar homologer Punkte 
a, a sich involutorisch entsprechen. 

Denn projicirt man die auf G liegenden projektivischen Fig. 9. 
Gebilde, in denen a, a' sich involutorisch entsprechen, aus t 
auf eine Gerade @, die parallel z\x ta ist, so ersieht man, 
dass ta' in dem Punkte tn schneidet, dessen homologer m^ 




Fig. 9. 

ist, und da ttt, tn^ sich involutorisch entsprechen, so liegen 
die geraden Gebilde auf @, also auch auf G, involutorisch. 

Folgerung. Von einer Involution kann man zwei Paare 
entsprechender Elemente beliebig annehmen. 

Denn soll die Involution die Paare a, b und c, d haben, so 
braucht man nur zwei projektivische Gebilde so zu bestimmen, 
dass den Elementen a, 6, c des einen 6, a, d des anderen entspricht, 
was stets nach § 2 Folgerung 3 Seite 5 möglich ist, dann haben 
aber auch die Gebilde involutorische Lage und es muss daher 
\abcd\~/\\badc\ (4) 

sein, weil auch c, d einander involutorisch entsprechen. 

Dies ist eine projektivische Relation zwischen vier be- 
liebigen Punkten einer Geraden, die ganz ebenso zwischen 
vier Strahlen eines Büschels stattfindet und manchmal von 
Wichtigkeit ist 

Die Vervollständigung der Involution kann nach § 2 ge- 
schehen. Der folgende Satz fuhrt aber einfacher zum Ziele. 

Die sechs Geraden, welche vier Punkte der Ebene paar- 
weise verbinden, bilden ein vollständiges Viereck. Je zwei, 
die in keinem der vier Punkte sich schneiden, nennt man 
Gegenseiten. Es gibt daher drei Paar Gegenseiten im voll- 
ständigen Vierecke. 



16 I. § 3. Involution. 

Lehrsatz 3. Jede Gerade der Ebene schneidet die drei 
Paar Gegenseilen eines vollständigen Viereckes in drei Paaren 
einer Involution, (Desargue'scher Satz, 1593—1662.) 
Fig. 10. Wird die Gerade G von den drei Paar Gegenseiten des 

Viereckes 12 34 in den Panktepaaren aa^bb^cc' ge- 
schnitten und bezeichnet man den Schnittpunkt von 13 mit 




Fig. 10. 



24 durch s, so ergibt sich durch die Projektion von 5, c , 1, 3 
aus dem Punkte 4 und 2 auf G, dass 

\cc'b'a' I 7\ \ccab\ 
und da nach (4) 

\ccV a\ A \c cab' |, 
so folgt auch 

\c cab' \ 7\ \cc'ab\ 

und da c, c einander involutorisch entsprechen, so thun es 
auch a, a und 6, b\ w. z. b. w. 

Sind also von einer Involution die zwei Paare aa\ bV 
gegeben, so ist aus Fig. 10 ersichtlich, wie der jedem Punkte 
c entsprechende Punkt c' der Involution mit dem Linea| allein 
construirt wird. 

Durch zwei Punkte a, b wird eine Gerade in zwei Strecken 
getheilt, von denen die endliche Strecke mit a . 6, die andere, 
welche durch den unendlich fernen Punkt zusammenhängt, 
mit a : b bezeichnet werden mag. 
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Sind a, a ein Paar einer Involution auf der Geraden G, 
so kann der Mittelpunkt m derselben entweder in a .a oder 
in a : a, liegen. 

a) Liegt der Punkt m innerhalb a . a\ so liegt er auch 
innerhalb der endlichen Strecke, die irgend zwei homologe 
Punkte Xy x' der Involution begränzen. 

Denn denken wir uns den Punkt x von a ausgehend in Fig. iia 
der Richtung des Pfeiles 1 die Gerade G beschreiben, so 
wird x' von a ausgehend die Gerade in der Richtung des 
Pfeiles 2 beschreiben müssen, wie oben gezeigt wurde. 

=:* * T-H 



Fig. IIa. 

üeberschreitet x den Punkt m ohne die Bewegungsrichtung 
zu ändern und rückt gegen a, so wird x' über den Punkt m^ 
gehen und ohne seine Bewegungsrichtung zu ändern dem 
Punkte a sich nähern. Wie man sieht entsprec^ien die auf 
der einen Seite von m liegenden Punkte den auf der andern 
Seite von m liegenden Punkten. Und hieraus ist klar, dass 
je zwei einander entsprechende Punkte den Punkt m in ihrer 
endlichen Strecke enthalten müssen. 

Die beiden projektivischen Gebilde | G \ und | G' \ auf G, 
welche die Involution bilden, werden von den homologen 
Punkten in demselben Sinne durchlaufen und es ßiUt nie ein 
Punkt mit seinem homologen zusammen, da m stets in der 
endlichen Strecke zwischen den homologen Punkten liegen 
muss. Eine solche Involution möge eine elliptische genannt 
werden. 

b) Liegt der Mittelpunkt m ausserhalb der endlichen m«. iib. 
Strecke a . a, so kann m nie in der Strecke x . x' liegen, 
wenn x, x ein Paar dieser Involution ist, wie aus dem Vor- 
angehenden folgt. 

Gm' a cc^ 

, ^_ --I 



Fig. IIb. 



Bewegt sich nun x von a ausgehend durch a . a gegen 
den Punkt a', so muss sich auch x von a' ausgehend durch 
a . a gegen a bewegen, weil sonst x den Punkt m und m^ 

BoBBK, ;pToj. Geometrie. 2 
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passiren müsste, was Dicht stattfinden kann^ da x in den 
Punkt m^ nicht gelangt. Die Punkte x und x beschreiben 
daher die Strecke a .a' im entgegengesetzten Sinne und 
müssen daher einmal aber auch nur einmal einander begegnen. 
In einem solchen Punkte g ^^ g' deckt sich also ein Punkt 
mit seinem homologen, g ist ein Dechpmikt der involutorisch 
liegenden geraden Gebilde und nach § 2 muss noch ein 
zweiter Deckpunkt h ^=^h' auftreten. Dieser muss notwendig 
auf der anderen Seite von m liegen als der Punkt g^ und wird 
von allen Paaren 66' eingeschlossen in ihrer endlichen Strecke 
6 . h' y die nicht auf derselben Seite, wie a . a von m liegt. 
Beschreibt ein Punkt x das Gebilde | G | in einem 'be- 
stimmten Sinne, so beschreibt x das Gebilde | 6r' | im ent- 
gegengesetzten Sinne und es geschieht zweimal, dass sich zwei 
homologe Punkte decken. Eine solche Involution nennen wir 
eine hyperbolische, sie hat zwei Deckpunkte. 

Eine | , , ,. , 1 Punktinvolution wird aus iedem 
l hyperbolische J 

Punkte der Ebene durch eine |, , t , 1 Strahleninvo- 

l hyperbolische J 

lution projicirt und diese schneidet jede Gerade der Ebene 

wieder in einer | , , ,. , [ Punktinvolution, 
l hyperbolischen J 

Lehrsatz 4. In einer elliptischen Involution wird jedes 
Paar entdeckender Elemente durch jedes andere getrennt. 

Denn liegt Fig. IIa der Punkt 6 innerhalb a . a, so liegt 
notwendig 6' ausserhalb, und a .a',b .V überschneiden einan- 
der daher. Es ist immöglich von a nach a zu gelangen, ohne 
dabei 6 oder 6' zu überschreiten. 

Lehrsatz 6. Trennen einander irgend zwei Paare einer 
Involution, so thun es alle Paa/rc] die Involution ist elliptisch. 
Fig. 12. Denn seien auf G die Paare aa und 66' der Involution 

so beschaffen, dass a.a' von 6.6' überschnitten wird, und 
t irgend ein Punkt der Ebene, so ziehe man % parallel zu 
zu ta und projicire a, 6, 6' aus t auf % nach a, b, V, dann ist a 
der Mittelpunkt der Involution auf @ und liegt innerhalb b . b'. 

Folgerung. In einer hyperbolischen Involution trennen 
einander keine zwei Paare ^ und gibt es in einer Involution irgend 
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0wei Paare, die einander nicht trennen, so ist diese notwendig 
hyperbolisch. 

Sind aa' und hb' zwei Paare einer hyperbolischen 
Punktinvolution auf G, so können die Strecken a . a' und 
b . 6' entweder ganz ausserhalb einander liegen, oder die 
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Fig. 12. 

eine liegt ganz innerhalb der anderen. Im ersten Falle liegt 
in jeder der Strecken a . a\ sowie b .b' ein Deckpunkt, im 
letzten liegt ein Deckpunkt innerhalb beider, der andere ausser- 
halb beider. Für Strahlenl)üschel treten ähnliche Betrachtungen 
ein, wo an Stelle der Strecken nur Winkelräume treten. 

Lehrsatz 6. Hat man vier Funkte a,b, c, d einer Ge- 
raden, so bestimmen dieselben drei Involutionen, indem man die 
Punkte m sechs Paaren anordnen kann, von denen je zwei Paare 
eine Involution individualisiren. Von diesen Involutionen ist stets 
eine elliptisch und zwei sind hyperbolisch. 

Es mögen die Punkte auf G in der Reihe ab cd auf 
einander folgen, dann ist die Involution, deren Paare ac und 
bd sind, nach dem Lehrsatze 5 notwendig elliptisch, und die 
Involutionen, deren Paare ab, cd oder ad, bc sind, sind nach 
der Folgerung zu diesem Lehrsatze hyperbolisch. 

Es ist wol überflüssig zu erwähnen, dass der Satz auch 
von vier Strahlen eines Büschels gilt. 

Eine hyperbolische Involution ist durch die Deckelemente 
derselben vollständig bestimmt, da diese zwei Paare dar- 
stellen. Die entsprechenden Punkte lassen sich nach dem 
Desargue'schen Satze leicht construiren. 

Seien in g, h die Deckpunkte der Involution auf G ge- Mg. is. 
geben und es soll zu c der conjugirte Punkt c' construirt 
werden, so ziehe man durch c eine beliebige Gerade, nehme 
auf ihr zwei Punkte 2 und 4 an und verbinde dieselben mit 
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g und Ä. Die Geraden treffen einander in 1 und 3 und die 
Gerade 13 schneidet G in dem Punkte c'. Denn ist c der 
Schnittpunkt von 13 mit 24, so folgt wegen der Projektion aus 2 : 

(5rÄcc')A(13cc') 
und wegen der Projektion aus 4: 

(13cc') A Qigcc)7\ (ghc'c) 




Fig. 13. 

nach der projekti vischen Relation (4) auf Seite 15. Daher ist 
auch 

(ghcc) A (gJi'C'c) 

d. h. g, h sind selbst entsprechende Punkte in der Involution, 
deren Paar cc' ist. 

Definition. Jedes Paar einer hyperbolischen Involution 
trennt die Deckelemente derselben harmonisch. 

Lehrsatz 7. Wird g, h von c, c harmonisch getrennt^ so 
ist auch c, c von g, h harmonisch getrennt. 

Denn ist g, h von c, c' harmonisch getrennt, so heisst 
dies, es ist 

{ghcc) A {ghc'c), 

also nach der projektivischen Relation (4) auf Seite 15 

{ghcc) A (hgcc') 
d. h. CjC' sind die Deckpunkte einer Involution, in der ^, h ein 
Paar ist. 

Wir wollen solche vier Punkte a^hjC^d, wo ab von cd 
harmonisch getrennt wird, also auch cd von ah harmonisch 
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getrennt ist; ein harmonisches Quadrupel nennen und mit 
[achd^ bezeichnen. 

Ein harmonisches Punktqnadrupel wird aus jedem Pulikte 
t der Ebene 4urch ein harmonisches Strahlenquadrupel pro- 
jicirt, und dieses schneidet jede Gerade wieder in einem harmo- 
nischen Punktqaadrupel. Zwei harmonische Quadrupel sind 
einander stets projektivisch. 

Die Fig. 13 zeigt gleichzeitig die Construktion des Strahles 
C, welcher = 24 Ton J. = 21 und JB = 23 harmonisch 
trennt, es ist dieses nämlich der Strahl 2 c' = C. 

Folgemng« Trennen einander die Strecken a . 6 und c . d 
nicht, so existirt immer ein Punktepaar g, h, welches sowol 
ab als cd harmonisch trennt. 

Anmerknng. Ist d der unendlich ferne Punkt von G, 
so liegt c in der Mitte von a . 6, wenn [achd^] ein harmo- 
nisches Quadrupel ist. 

Denn soll zu a der Punkt b construirt werden, der c und Fig. i4. 
d^ harmonisch trennt, so hat man nur die Construktion der 

OD 7 

Fig. 13 zu wiederholen; dann zeigt aber Fig. 14, dass 
ac = cb ist, da 12 34 ein Parallelogramm wird, wenn man 
2a = a4 macht. 

■4 - -5l:;:-..-^//oo 
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Fig. U. 

Da alle Punktepaare, welche a, b harmonisch trennen, 
die Involution bilden, deren Deckpunkte a, b sind, und deren 
Mitte dem unendlich fernen Punkte des geraden Gebildes ent- 
spricht, so folgt aus dem Obigen: Die Deckpunkte einer hy- 
perbolischen Involution liegen in gleichen Abständen zu beiden 
Seiten der Mitte der Involution, 

Diess führt zu einer andern Construktion von vier har- 
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moDischen Strahlen, die aber nicht mit dem Lineal allein aus 
führbar ist. 
pig. 15. Soll zu den Strahlen A^ B derjenige Strahl D construirt wer- 

den, der (/Yon ihnen harmonisch trennt, 
so hat man nach dem Vorangehen- 
den nur eine Gerade @ zu zeichnen, 
deren Abschnitt zwischen A, B durch 
C halbirt wird, dann ist Z> zu @ pa- 
rallel. Zur Construktion ziehe man 
cc parallel zu B und mache ia = tt 
auf J., dann ist ca «=: @. 

Hat man drei Punkte a, 6, c eines 
geraden Gebildes G und bestimmt man die Punkte, welche 
einen von den beiden anderen harmonisch trennen, und so- 
dann die Punkte, welche irgend einen der Punkte von irgend 
zweien derselben harmonisch trennen und fahrt so fort, so 
erhält man unendlich viele Punkte des geraden Gebildes G. 
Es gilt nun folgender 
Fig. 16. Satz: Sind x, y irgend zwei Punkte von 6r, so können, durch 

harmonische Theilung von a, 6, c ausgehend, stets Punkte con- 
struirt werden, die innerhalb x . y liegen, so nahe auch x, y 
einander sind. 

OflFenbar kann man zwei Punkte jp, q^ finden, so dass die 



Fig. 15. 




Fig. 16. 



Strecke x . y ganz innerhalb p . g liegt Projicirt man nun 
die Punkte p, g, x, y aus dem Punkte t auf eine Gerade G^, 
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die parallel zu ta ist, in die VmikiQ p^q^x^y^ und construirt 
die Mitte m^ von p^ . q^ und Mrenn m^ innerhalb p^ . x^ liegt, 
die Mitte m^ von m^q^ u. s. w. (wenn ein m in j/^ . q^ fallt, 
so nehme man die Mitte von der Strecke, die dieses mit dem 
vorhergehenden m bildet), so ist ersichtlich, dass durch fort- 
gesetztes Halbiren man schliesslich innerhalb x^ . y^ einen Punkt 
Wi erhält, der auf G projicirt einen Punkt n innerhalb x . y 
liefert, der durch harmonische Theilung erhalten Mrurde, wobei 
der Punkt a immer einer der benutzten Punkte ist. 

Der Satz gilt offenbar auch für Strahlenbüschel. 

Lehrsatz 8. Entsprechen in swei Gebilden je vier har- 
monischen Punkten des einen vier harmonische Punkte des an- 
deren, so sind die Gebilde prqjektivisch (Staudt'scher Satz). 

Wir beweisen den Satz für gerade Gebilde. Je zwei 
Punktepaaren ab, cd von G, die einander nicht trennen, müssen 
auf G' zwei Punktepaare a'b\ cd' entsprechen, die sich eben- 
falls nicht trennen, denn es existiren in diesem Falle zwei 
Punkte ^r, ä, welche sowol ab als cd harmonisch trennen und 
diesen müssen die Punkte g\ h' von 6r' entsprechen, welche 
sowol ab' als auch cd' harmonisch trennen. Legen wir nun 
G und G' so aneinander, dass a und a sich decken, so Fig. 17 
müssten die geraden Gebilde, wenn sie projektivisch sind, 
perspektivisch liegen, d. h. die Verbindungsgeraden homologer 
Punkte 6&', cc , dd' . . . müssten durch einen Punkt t gehen. 
Diess geschieht offenbar für alle homologen harmonischen 
Quadrupel, welche den Punkt a resp. a' enthalten. Man kann 
nach dem obigen Satze zwischen g^ 

irgend zwei Strahlen des Bü- /fk^ 

schels (t) einen solchen Strahl con- / l \\\ 

struiren, der G und G' in homo- 1 \ \}^^ 

logen Punkten, der Definition des / \j^\\ \ 

Lehrsatzes entsprechend, schneidet. Tnp\ \ \ \ 

Es bleibt nur noch zu zeigen, dass die ^-^^^li^A \ \ \ 
Verbindungsgerade irgend zweier '^f^^^lh 5jr ^r-g^ 

homologer Punkte x, x' durch t geht. Fig. 17. 

W ürde x nich t auf tx liegen, so kann man zwei Strahlen tm^ tn 
construiren, welche G in m, n und G' in m'^n', den homologen 
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Punkten schneiden, so dass der Strahl tn in dem einen Winkel 
zwischen tx und tx\ der Strahl tm aber in dem Nebenwinkel 
des ersteren liegt, in welchem auch tb «= tb' liegen möge. 
In Folge dessen werden die Strecken m . n und x . b auf G 
einander nicht überschneiden, während die homologen Strecken 
m' . n und x' . V es auf G' thun. Diess ist zu Folge des 
Eingangs Gesagten unmöglich, also kann der Strahl tx von 
tx' nicht verschieden sein. 



II. Kapitel. 
GoIImeation. 

§ 1. Die coUineare Verwandtschaft zweier ebenen Systeme. 

Wählt man in zwei ebenen Systemen E und JB' zwei 
Paar StrahleDbüsehel (a), (a) in E und (a), (a') in E' beliebig, 
und bezieht die Büschel (a) projektivisch auf (a) und (a) 
projektivisch auf (a'), so wird jedem Punkte x von E, in 
welchem sich die Strahlen X und 3£ von (a) resp. (a) schneiden, 
der Punkt x' in JB' in bestimmter Weise entsprechen, in wel- 
chem sich die homologen Strahlen X' resp. X' von (a') und 
(a') schneiden. 

Setzt man hiebei voraus, dass dem Strahle aa = -ä von 
(a) der Strahl a'a' = A' von (a') und dem Strahle aa = Sl von 
(a) der Strahl a'a' = W von (a') in der projektivischen Be- 
ziehung der Büschel entspricht, so heisst die durch die ent- 
sprechenden Punkte Xy x hergestellte Beziehung der ebenen 
Systeme E und JE' ColUneation. Man sagt auch, die ebenen 
Systeme stehen in collinearer Verwandtschaft 

Lehrsatz 1. In collinearen ebenen Systemen E, E' ent- 
spricht jedem geraden Gebilde G ein demselben projektivisches 
gerades Gebilde G\ Jedem Strahlenbüschel (g) ein hiem projek- 
tivischer Strahlenbüschel (gf'). 

Denn beschreibt x das gerade Gebilde (r, so sind die iig. is. 
Strahlenbüschel a{X) und a(X) perspektivisch, aber auch die 
ihnen projektivischen Büschel a'(X') und a'(X') werden per- 
spektivisch, da die Strahlen a'a' = A' und a'a' = Sl' einander 
zugewiesen sind. 

Hieraus folgt, dass den Strahlen eines Büschels {g) die 
Strahlen eines Büschels {g) entsprechen werden, so dass g und 
g' homologe Punkte der Collineation sind. Projicirt {g) das 
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gerade Gebilde |6r|, so wird {g') das gerade Gebilde \G'\ 
projiciren, und da | (? | und |6r'| projektivisch sind, so sind 
es auch (g) und (g'). 

Es werden aber auch den Punkten von aa die Punkte 
von a'a' projektivisch entsprechen, und zwar sind a, a und 




Fig. 18. 



Fig. 18. 

a, a' homologe Punkte. Offenbar entspricht der Schnittpunkt 
q von G mit aa dem Schnittpunkte q von G' mit a'a'; be- 
schreibt also G den Strahlenbüschel (x\ q das gerade Gebilde 
auf aa, so wird G' den zu (x) projektivischen Strahlenbüschel 
{x') beschreiben, also q' das zu q projektivische gerade Ge- 
bilde auf a'a' durchlaufen. 

Es erübrigt noch zu zeigen, dass auch den Strahlen von 
(q) die Strahlen von (q') entsprechen. 

Seien B und S5 irgend zwei Strahlen von (a) und (a), 
welche sich in b schneiden, ihre entsprechenden JB' und S5' 
gehen durch i\ Es mögen B und S5 die Giny und treffen, 
dann schneiden JB' und S5' die G' in den Punkten y' und 0\ 
welche zu y und homolog sind. Beschreibt nun G den 
Strahlenbüschel (g), so wird das gerade Gebilde 
B\hya...\7\^\h^a..,\, 



also auch 



B'\b'ya\..\7\ 93' | 6';^'a' 
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und da letztere im Schnittpunkte h' zwei homologe Elemente 
vereinigt haben, so liegen sie perspektivisch und ihr Pro- 
jektionscentrum ist der Schnittpunkt q' von y'0' und aa\ 
Daher beschreibt G* den Strahlenbüschel (g'), welcher pro- 
jektivisch zu (q) ist. 

Lehrsatz 3. Die collineare Beziehung zwischen E und E' 
bleibt unverändert, wenn man an Stelle von (a), (a), (a'), (a') 
irgend zwei Paare homologer Strahlenbüschel nimmt. 

Denn seien (c), (c') sowie (c), (c') irgend zwei Paare ho- 
mologer Strahlenbüschel, so werden den Strahlen N und 91 von 
(c) und (c), welche den Punkt n von E projiciren, die Strahlen 
N' und 91' von (c') resp. (c') homolog sein, die den Punkt 
n von E' projiciren, welcher n in der Collineation entspricht 

Hieraus ist ersichtlich, dass die ursprünglich gewählten 
Strahlenbüschel in keiner Weise gegenüber allen anderen aus- 
gezeichnet sind. 

Lehrsatz 3. Die collineare Verwandtschaß der Ebenen 
E, E' ist bestimmt, sobald vier Punkten der einen Ebene, von 
denen keine drei in einer Geraden liegen, vier Punkte der an- 
deren mgewiesen werden, von denen ebenfalls keine drei in einer 
Geraden liegen dürfen. 

Denn sollen den Punkten a, b, c, d von E die Punkte 
a\ V, c, d' von E' entsprechen, so beziehe man die Büschel 
(a) und (a') sowie (6) und (6') so^projektivisch auf einander, 
dass den Strahlen ab, ac, ad die Strahlen ab' , a'c, a' d' und 
den Strahlen 6a, bc, bd die Strahlen V a', V c , V d' entsprechen, 
wodurch die Projektivität vollständig bestimmt ist, also auch 
die Collineation, da ab dem Strahle aV entspricht. 

Znsatz« Die Collineation ist auch bestimmt, wenn vier 
Geraden von E vier Geraden von E' zugewiesen werden, doch 
dürfen keine drei durch einen Punkt gehen. Denn man braucht 
nur unter den sechs Schnittpunkten von A,B,C,D solche vier 
auszusuchen, von welchen nicht drei auf einer Geraden liegen und 
diese den Schnittpunkten der homologen Geraden A', B', C, D' 
zuzuweisen, wodurch die Collineation bestimmt wird. 

Folgerung. Liegen zwei collineare Systeme in einer 
Ebene, so können keine vier Punkte mit ihren entsprechen- 
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den coincidiren, sobald keine drei in einer Geraden liegen. 
Ebenso können keine vier Geraden mit ihren homologen zu- 
sammenfallen, wenn keine drei durch einen Punkt gehen. 
Denn würden vier Punkte a, 6, c, d mit ihren homologen 
a, Vy c\ d' sich decken, so würden die Büschel (a) J\ (a') 
und (&) A Q>*) congruent sein, und je zwei homologe Strahlen 
von (a) und (a') sowie von (6) und (6') würden sich decken, 
also würde auch jeder Punkt der Ebene mit seinem homologen 
coincidiren. 

§ 2. Die Staudt^sohe Definition der Collineation. 

Lehrsatz 1. Sind zwei ebene Systeme E, E' in derartiger 
Beziehimg, dass jeder Geraden G, welche durch den Funkt x 
von E geht, eine Gerade G' entspricht, die durch x' von E' 
geht, so sind E, E' in collinearer Verwandtschaft und x, x' 
sowie G, G' sind homologe Elemente, 

Diesen Lehrsatz stellt v. Stau dt in seiner Geometrie der 
Lage § 10 als Definition der Collineation hin. 

Zu Folge der im Vordersatze gemachten Annahme ent- 
spricht dem Punkte x, in welchem sich die Geraden G, @ 
von JB schneiden, der Punkt a:', in dem sich die entsprechen- 
den Geraden G\ @' von E' schneiden, und der Geraden X, 
welche die Punkte x, % verbindet, entspricht die Gerade X', 
welche die Punkte x, j' enthält. Es erübrigt nur noch zu 
zeigen, dass das gerade Gebilde, welches x auf X beschreibt, 
projektivisch ist dem geraden Gebilde, welches x auf X' be- 
schreibt. Dann folgt auch, dass der Strahlenbüschel, den G 
um einen Punkt g beschreibt, projektivisch ist zum Strahlen- 
büschel, den G' um g' beschreibt. 
Fig. 19. Sei [ac'bd'\ ein harmonisches Quadrupel auf G in E, con- 

struirt mittels des Vierecks 1234 so, dass die Seiten 1 2, 34 
durch a, 14, 23 durch 6 gehen, während die Diagonalen 
13 resp. 24 die Punkte d resp. c auf G ausschneiden. Zu 
Folge der festgesetzten Beziehung zwischen den Ebenen E, E' 
werden, den vier Punkten 1, 2, 3, 4 und den sie paarweise ver- 
bindenden sechs Geraden in E, entsprechen vier Punkte 
1', 2', 3', 4' und die sechs sie paarweise verbindenden Geraden 
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von 'E\ Infolge dessen wird der Schnittpunkt von 1'2' und 
3'4' der Punkt a sein, welcher a entspricht, ebenso ist der 
Schnittpunkt von 1'4' und 2' 3' der Punkt 6', welcher 6 ent- 
spricht, und mithin ist die Gerade ab'= G' die entsprechende 




Fig. 19. 



ZU 6r. Dann ist aber der Schnittpunkt von 1'3' resp. 2' 4' 
mit G' der Punkt d' resp. c', welcher dem Punkte d resp. c 
entspricht. Hieraus folgt, dass [a'ch'd'] ein harmonisches 
Quadrupel ist und mithin entspricht in der Beziehung der 
Ebenen E, E' jedem harmonischen Quadrupel von G ein 
solches von G\ Nach dem Lehrsatze 8 Kap. I § 3 sind daher 
die geraden Gebilde auf G und 6r' projektivisch. Entsprechen 
nun g und g' sowie g und g' einander, so wird (ß) 7\ (g') 
und (g) 7\ (9) iß Anbetracht der Strahlen, welche homologe 
Punkte von | X | projiciren. Da ferner dem Strahle gQ der Strahl 
gf'g' xmd dem Strahle qg der Strahl g'^' entspricht, so stehen 
E und E' in coUinearer Beziehung. 

Folgerung 1. Projicirt man ein ebenes System @ aus 
zwei Punkten 0, 0', die nicht in @ liegen, auf eine oder zwei 
Ebenen, so erhält man zwei collineare Systeme jB, E\ Ho- 
mologe Elemente sind solche, welche Projektionen desselben 
Elementes von 6 sind. 

2. Projicirt man das ebene System E aus einem Punkte 0, 
der nicht in E liegt, auf eine nicht durch gehende Ebene 
E\ so sind E und E' in coUinearer Verwandtschaft; die 
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Elemente; welche Projektionen von einander sind, entsprechen 
einander. Ist C die Schnittlinie der Ebenen E, E\ so ist klar, 
dass jeder Punkt von C mit seinem homologen coincidirt. 
Man nennt zwei so gegeneinander liegende coUineare ebene 
Systeme E, E' perspektivisch. Wir werden später zeigen, dass 
zwei collineare ebene Systeme stets in perspektische Lage 
gebracht weriJen können. 

§ 3. Speoielle Lage eollinearer Systeme in derselben Ebene. 

In den Ebenen E, E' sei die Collineation bestimmt 
durch die Büschel (a) 7\ («') und (c) congruent (c'), wobei 
zwei Strahlen Jf, N von (a) die zwei willkürlichen Strahlen 
M\ N' von (a') zugewiesen werden können. Wir legen nun 
jB' so auf Ey dass die homologen Strahlen von (c) und (c') 
sich decken, also aa durch c geht. Die projektivischen Bü- 
schel (a), (a ) werden hiedurch in perspektivische Lage gebracht 
und ihr Erzeugnis C ist die Gerade, welche die Schnittpunkte 
m, n der Strahlen Jlf , M resp, N, N' enthält. Jeder Punkt x 
dieser Geraden coincidirt mit seinem homologen, denn in ihm 
schneiden sich die Strahlen ax, ex sowie ihre homologen a x 
und c' X = ex, da (c), (c') coindiciren. 

Je zwei homologe Geraden der coUinearen ebenen Sy- 
steme schneiden einander daher auf 0, und die Verbindungs- 
linie zweier homologer Punkte geht durch c. Die auf den 
Strahlen von (c) liegenden projektivischen geraden Gebilde 
haben ihre Deckpunkte in c und dem Schnittpunkte mit C. 
Die Strahlenbüschel, deren Centren auf C liegen, haben ihre 
Deckstrahlen in C und dem Strahle, welcher c enthält. 

Man nennt diese specielle Lage eollinearer Systeme eine 
centrale, C heisst die Collineationsaxe, c das ColUneations- 
centrum. 

Lehrsatz 1. Haben zwei coUineare ebene Systeme der- 
selben Ebene einen Strahlenbüsehd gemeinschaftlich , so coincidirt 
auch ein gerades Gebilde mit seinem homologen. Und umgekehrty 
haben sie ein gerades Gebilde gemeinschaftlich , so coincidirt ein 
Strahlmbüschel mit seinem entsprechenden. Die coUinearen ebenen 
Systeme sind in centraler Lage. 
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Der Beweis des Satzes folgt aus dem Vorstehenden. 
Die centrale Collineation y wie man auch central liegende 
coUineare ebene Systeme nennt, ist bestimmt: 

a) Wenn gegeben sind die CoUineationsaxe (7, das Col- 
lineationseentrum c und ein Paar homologer Punkte a, a\ 
die auf einem Strahle von (c) liegen. Denn jeder durch a 
gehenden Geraden G entspricht die Gerade 6r' durch a\ 
welche G auf C schneidet. Hiedurch kann zu jedem Punkte 
X von G der homologe x' von (?' bestimmt werden, da er 
auch auf ex liegt. 

b) Wenn gegeben sind drei Paar homologe Punkte 
xx\ yy\ 0js'j wobei xx, yy\ zz' durch einen Punkt c gehen 
müssen. Denn ist m der Schnittpunkt von xy und x' y' und 
n der von xz^ x z\ so ist eine Collineation nach a) bestimmt, 
für die c Centrum, mn = C Axe und x, x ein Paar homologer 
Punkte sind. In dieser werden aber auch y, y' und z, z' einander 
entsprechen. Schneiden einander yz^ y z in o, so muss o 
auf G liegen, daher folgt: 

Liegen zwei Breiecke xyz und x y' z' sOj dass die Geraden 
^^\ yy\ ^^' durch einen Funkt c gehen y und schneiden sich die 
drei Fa^r Seiten xy, x y in m, xz^x' z in n und yz^ y' z 
in 0, so liegen m, w, o in einer Geraden. 

c) Wenn gegeben sind drei Paare homologer Geraden 
X, Y, Z und X\ r, Z' jedoch müssen sich XX', YT, ZZ' 
in drei Punkten einer Geraden G schneiden. Denn sind x, y, z 
die Schnittpunkte von YZ, XZ, XY und analog x, y', z' die 
von Y'Z\ X'Z', X'Y, so mögen sich xx' und yy' in c 
schneiden. Es bestimmen nun c und C als Centrum und Axe 
und X, x' als ein Paar homologer Punkte nach a) eine cen- 
trale Collineation, in der XX', YY, ZZ' homologe Geraden 
sind. Da auch y, «/' und z, z homologe Punkte werden, so 
muss ZZ durch c gehen und daher folgt: 

Hat man zwei Dreiecke xyz und x' y z y deren Seiten 
xyj x'y' sich in m, xz, x' z' in n und yz, y' z in o schneiden 
und liegen m, n, o auf einer Geraden C, so gehen die Geraden 

XX y yy\ ZZ durch einen Funkt c. 
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Man nennt die Lage zweier Dreiecke, xy^ und x y Zj 
wie sie in b) und c) betrachtet wurde, perspektivisch. 
Fig. 20. Es sei C die Collineationsaxe, c das Centrum und a, a 

ein Paar homologer Punkte, dann sind G, G\ die sich auf 
C in m schneiden und durch a resp. a gehen, homologe Ge- 
rade. Die durch czu G' parallel gezogene Gerade ® wird nach 
Kap. I § 2 Folg. 1 die Gerade G in dem Punkte v schneiden, wel- 
cher dem unendlich fernen Punkte v^ von G' entspricht. Lässt 
jnan nun 6r' den Büschel (a') beschreiben, so wird G den Bü- 
schel (a) und ® den zu beiden projektivischen Büschel (c) durch- 




Fig. 20. 

laufen. Da (o) zu (c) perspiektivisch liegt, denn caisi beiden 
gemeinschaftlich, so ist der Ort der Punkte v eine Gerade F, 
welche mithin die homologen Punkte der unendlich fernen Punkte 
von jB' enthält. V ist die homologe Gerade der unendlich 
fernen Geraden F'^ von E' (vgl. Kap. I. § 2). F ist parallel 
zu C, da G' und G gleichzeitig mit & parallel werden, wenn 
m ins unendliche rückt. Ebenso tritt eine Gerade ü' auf, 
die die homologe zu U^ von E ist, und die auch zu C pa- 
rallel ist. Auf ihr liegen die Punkte u, in denen G' von 
der zu G durch c gezogenen Parallelen getroffen wird. 

F tind TJ' heissen Gegenlinien der Collineation. Aus dem 
Parallelogramm vcu'm ersieht man, dass auf jedem Strahle 
durch c die Strecken, welche c und C, sowie F und U' auf 
ihm begränzen, dieselbe Mitte haben. 

Fällt F mit ü' zusammen, so heisst die Collineation in- 
volutorisch, je zwei Punkte a, a' der Ebene entsprechen 
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einander involutorisch, indem die homologen Punkte auf den 
Strahlen durch c eine Involution bilden. V= U' muss dann 
in der Mitte zwischen c und C verlaufen. 

Es kann speciell c auch auf C fallen, wodurch die Col- 
lineation nicht wesentlich alterirt wird. C verläuft dann in 
der Mitte zwischen V und U\ 

Aninerknng. Durch die Collineationsaxe (7, das Centrum 
c und eine der Gegenlinien V oder U' ist die Collineation 
auch bestimmt, nach a). Liegt c im Unendlichen, also auch 
V und Z7', so heissen die ebenen Systeme affin, die unend- 
lich fernen Geraden beider Ebenen sind homolog. Liegt c 
im Endlichen, C aber im Unendlichen, also auch V und Z7', 
so sind die ebenen Systeme ähnlich und ähnlich liegend, in- 
dem je zwei homologe Gerade einander parallel werden, c ist 
das Aehnlichkeitscentrum. Liegt sowol c als C im Unend- 
lichen, so sind die ebenen Systeme congruent 

Affinität, Aehnlichkeit und Congrtienz ebener Systeme sind 
mithin specielle CoUineationen. 

Lehrsatz 2. Von zwei central collinearen Systemen E, E' 
lässt sich das eine z. B. E' als Projektion des anderen E aus 
einem Punkte o des Raumes auf die Ebene von E' betrachten. 

Denken wir uns E um irgend einen Winkel aus der 
gemeinschaftlichen Ebene beider Systeme um die Collinea- 
tionsaxe G herausgedreht in die Lage E^, so dass c nach 
Cj gelangt, während der zurückbleibende Punkt c = c in E' 
mit c' bezeichnet werden mag. Es seien dann a, a ein Paar 
homologer Punkte und a gelange nach %, so schneiden sich 
Cjc' und a^a in einem Punkte o, da c^a^ und c a sich auf 
C treffen. Projicirt man nun E^ auf E' , so erhält man ein 
ebenes System JE?/, welches zu E' collinear ist, da E' zu E, 
also auch zu E^ collinear ist und E^ die Projektion von E^ 
aus ist. Die collinearen ebenen Systeme E'\ E^ haben aber 
in C ein gerades Gebilde gemeinschaftlich, und da c', a mit 
ihren homologen c^,a^, der Projektion von c, a, zusammen- 
fallen, so ist jB/ mit E' identisch, nach der Folgerung zum 
Lehrsatze 3 des § 1. 

Lehrsatz 3, In zwei collinearen ebenen Systemen E und 

BoBBK, proj. Geometrie. ^ 3 
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E' gibt es stets zwei einander entspreeliende congruente Strahlen- 
büschel 

Der unendlich fernen Geraden F'^ von E' möge die 
Gerade V von E und der ü^ von E die Gerade U' von E' 
entsprechen. (Der Fall, dass V= ü^ ist, wird später be- 
rücksichtigt und sei daher hier ausgeschlossen.) Dem Strah- 
Fig. 21. lenbüschel (Vj), dessen Centrum auf V liegt, entspricht ein 
Parallelstrahlenbüschel in E\ dessen Strahlen mit ü' den con- 
stanten Winkel «j bilden. Es möge nun X^ durch v^ gehen 




Fig. 21. 

und mit V den Winkel «^ bilden, X^' sei der entsprechende 
Strahl in E\ Wird in derselben Weise ein zweites Paar ho- 
mologer Geraden X^y X^ bestimmt, welche mit V resp. V 
dieselben Winkel a^ bilden, so schneiden sich Xj, X^ in c 
und X/, Xg' in dem homologen Punkte c', welche Centren 
congruenter Strahlenbüschel sind. Denn zieht man durch e 
die X3 parallel zu F, so entspricht ihr die Gerade Xj', welche 
durch c' parallel zu TJ' gelegt ist, und man ersieht, dass die 
projektivischen Strahlenbüschel 

cCx^x^Xj...) und c\x;x^x^..) 

congruent sind, indem die drei Strahlen 

•^1; ^2; -^ ^^^ -^1 ; ^2; -^s 
je gleiche Winkel mit einander einschliessen. 

Anmerkung. Die Willkürlichkeit in der Abtragung des 
Winkels a^ resp. «g *^ ^1 ^^^ ^2 ^^^st erkennen, dass man 
zwei Punkte c erhält, denen zwei Punkte c entsprechen. 

Folgerung 1. Je zwei collineare ebene Systeme können 
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in central collineare Lage gebracht werden. Man hat nur 
die oben gefundenen congruenten Strahlenbüschel (c) und (c') 
so auf einander zu legen, dass homologe Strahlen sich decken. 

3. Je zwei collineare ebene Systeme können als Cen- 
tralprojektiou von einander angesehen werden. Nach Lehr- 
satz 2 zu Folge des *eben Gesagten. 

Ist V = U^ d. h. entsprechen einander die unendlich 
fernen Geraden der ebenen Systeme, so sind dieselben ent- 
weder affin oder akhlich (speciell congruent). Sind sie affin, 
so können sie nicfit stets in eine Ebene so gelegt werden, 
dass die Verbindungsgeraden homologer Punkte zu einander 
parallel sind, oder durch einen Punkt im Endlichen gehen. 
Denn legt man E, E' auf einander, so liegen dann stets zwei 
homologe Gerade, nämlich die unendlich fernen C7^, ZJ'^ auf 
einander, und sie können daher nur dann in centrale Lage ge- 
bracht werden, wenn entweder die projektivischen geraden 
Gebilde auf TJ^ und TJ'^ einander congruent sind, d. h. wenn 
homologe Strahlenbüschel congruent, also einander entspre- 
chende Winkel gleich sind, wo dann Aehnlichkeit stattfindet 
(die centrale Lage ist leicht zu bewirken) oder ein Parallel- 
strahlenbüschel (w^) von TJ^ congruent dem homologen (w^) 
von TJ'^ ist. 

Um zu erkennen, ob zwei affine ebene Systeme in cen- 
trale Lage gebracht werden können, lege man dieselben so 
auf einander, dass sich in a = a zwei homologe Punkte und 
in Ä = Ä' zwei homologe Gerade, welche a = a enthalten, 
decken. Dann möge der Geraden JB, die zu A parallel ist, Fig. 32. 
die Gerade B' entsprechen. Homologe Strahlen der Büschel 
(a) A (ö^') schneiden B y^^^____,^^ j' 

und B' in ähnlichen Punkt- y/^\^ \ Ä 

reihen, die perspektivisch /^/ \\ \^ 

liegen, und deren Perspek- fiy^ b \\ | .-• 

tivitätscentrum j3 sei. (/3 .-_..1::::..X., _ . Jl.\ i:. 

fällt nur dann in a = a', ^/ ^^^'''s\J^f 

wenn Aehnlichkeit zwi- ^'^ 

sehen den ebenen Systemen ^^^' ^^' 

stattfindet, indem dann die Büschel (a) und (a) sich decken.) 
Beschreibt man über aß als Durchmesser den Kreis Ä, so 

3* 
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möge er die Gerade My welche in der Mitte zwischen B und 
B[ verläuft, in m und n schneiden. Die Strahlen ßm und ßn 
bestimmen auf B und B' je ein Paar homologer Punkte h, V 
und c, c\ Da dann ah und ah' homologe Gerade sind, und 
ah «= ah' ist, so sind die geraden Gebilde auf ah und a'V 
congruent (zu Folge der Relation (2) auf Seite 6). Dreht 
man nun die Ebene £ so um a = a\ dass ah mit ab' zu- 
sammenfällt, so haben E und E' das« gerade Gebilde auf 
ah = C gemeinschaftlich und liegen central. Homologe Punkte 
liegen auf Strahlen eines Parallelbüschels (c^). [Eine zweite 
centrale Lage erhält man, wenn ac mit a' c zur Deckung 
gebracht wird.] Dreht man E um C aus der gemeinschaft- 
lichen Ebene heraus, so folgt leicht, dass E' die Parallel- 
projektion von E ist. 

Schneidet der obige Kreis Ä die Gerade M nicht, so 
können E und E' nicht in centrale Lage gebracht werden. 



m. Kapitel. 

Der Kegelsclinitt. — Seine Gonstrnktion. — Projektivisclie 
Gebilde auf demselben. — Pol und Polare. 

§ 1. Die Centralprojektion des Kreises. 

Aus den Elementen der Geometrie des Kreises sind 
folgende zwei Sätze bekannt: Verbindet man zwei feste Punkte 
ay b eines Kreises ^ mit dem variablen Punkte x desselben 
und nennt die Strahlen ax, bx homolog, so werden je zwei - 
Strahlen des Büschels (a) denselben Winkel einschliessen, wie 
die homologen Strahlen des Büschels (b). Da auch der Strahl ax 
den Büschel (a) in demselben Sinne, wie bx den Büschel (b) 
durchläuft, so werden die Strahlenbüschel in a und b in 
Anbetracht der homologen Strahlen congruent und gleichsinnig. 
Hat man umgekehrt zwei congruente gleichsinnige Strahlen- 
büschel (a) und (b), so schneiden sich homologe Strahlen unter 
constantem Winkel, daher liegt ihr Schnittpunkt auf einem 
Kreise durch a und b. Da congruente Strahlenbüschel auch 
projektivisch sind, so folgt aus dem Vorstehenden die Richtig- 
keit des folgenden 

Lehrsatzes 1. Der Kreis Ä ist das Erzeugnis zweier 
projeMivischer Strahlenbüschel, deren Centren irgend zwei Punkte 
a, b desselben sind, und deren hornologe Strahlen die Punkte von 
Ä projiciren. 

Man beachte, dass dem Strahle ba von (b) die Tangente 
von Ä in a als homolog im Strahlenbüschel (a) zugehört 

Definition« Die Centralprojektion eines Kreises auf eine 
Ebene Jieisst Kegelschnitt, 

Daher: Die Collinearfigur eines Kreises ist ein Kegelschnitt K. 
Derselbe wird durch zwei projektivische Büschel (a) und (6) 



38 



III. § 1. Der Kegelschnitt. 



erzeugt, deren Centren auf K willkürlich sind. Dem Strahle ia 
des Büschels (6) entspricht in (a) die Tangente des Kegel- 
schnittes K im Punkte a und dem Strahle ah von (a) entspricht 
in (6) die Tangente von K im Punkte K 

Lehrsatz 2. Durch fünf beliebige Punkte, von denen Jceine 
drei auf einer Geraden liegen, Jcann man stets einen Kegelschnitt 
legen, 
Fig. 28. Sind a\ b\ c\ d\ e die fünf willkürlich gewählten 

Punkte, so haben wir nur zu zeigen, dass wir die Ebene J5' 
dieser fünf Punkte so auf eine Ebene E coUinear abbilden 




Fig. 23. 



können, dass den fünf Punkten a', 6', c\ d\ e' fünf Punkte 
eines Kreises entsprechen. Sei nun Ä ein Kreis der Ebene IE, 
und a, 6, c drei seiner Punkte, die in der zu bestimmenden 
Collineation den Punkten a , b\ c' entsprechen sollen. Man 
nehme auf Ä den Punkt x willkürlich an und bestimme den 
Punkt e auf Ä so, dass der Strahlenbüschel 

(1) x{abce) A d' {aV c e'), 

wodurch der Strahl xe, also auch e, vollständig bestimmt ist. 
Nun construire man wieder den Punkt d auf Ä so, dass der 
Strahlenbüschel 

(2) e{abcd)7\e{aVc'd'), 

wodurch wieder ed, also auch d, unzweideutig festgelegt ist. 
Da X und d auf Ä liegen, so ist nach dem Lehrsatze 1: 

x{ahce) 7\ d{abce), 

also zu Folge (1) auch 

(3) d{abce)7\d'{aVce). 
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Die Beziehungen (2) und (3) lassen erkennen, dass die 
Büschel (e), (d) von E und (c'), (d') von E' eine Collineation 
beider Ebenen vermitteln, in der den Punkten a\ b\ c', d\ e 
von E' die fünf Punkte a, 6, c, dy e von E entsprechen, die 
auf dem Kreise Ä liegen. Die CoUinearfigur von Ä geht also 
durch a', 6', c, d\ e\ 

Folgerung 1. Zwei projektivische Büschel, die nicht 
perspektivisch liegen, erzeugen einen Kegelschnitt als Ort der 
Schnittpunkte homologer Strahlen. Denn schneiden sich drei 
Paar homologe Strahlen der Büschel {a) und (6') in c', d\ e 
und ist x' ein Schnittpunkt irgend eines vierten Paares ho- 
mologer Strahlen, so ist 

a(c'd'e'x')7\V(]fd'e'x'). 
Durch die fünf Punkte a\ 6', c\ d\ e' kann nun nach 
Lehrsatz 2 ein Kegelschnitt K' gelegt v^erden, und da dieser 
das Erzeugnis zweier projektivischer Büschel (a') und (6') 
ist, deren drei Paar homologe Strahlen die Punkte c', d', e 
projiciren, so liegt auf K' auch der Punkt x\ 

2. Durch fünf willkürlich gewählte Punkte ist ein ein- 
0iger Kegelschnitt vollständig bestimmt, sobald keine drei 
auf einer Geraden liegen. Denn sind a', 6', c', d\ e ge- 
geben, so sind die Büschel 

a'{c'd'ex)'J\V{c'd'e'x') 
vollständig bestimmt, also auch ihr Erzeugnis. 

Der Kegelschnitt ist mithin auch durch irgend fünf auf 
ihm gewählter Punkte bestimmt. 

3. Verbindet man irgend zwei feste Punkte x^ y eines 
Kegelschnittes K mit einem variablen Punkte ^ desselben, 
so beschreiben die Strahlen x^ und yz zwei projektivische 
Strahlenbüschel {x) und (j/). Dem Strahle xy von (o?) entspricht 
in (y) die Tangente von K im Punkte y, und dem Strahle yx 
von {y) analog die Tangente in x von K, 

4. Die CoUinearfigur eines Kegelschnittes K ist wieder 
ein Kegelschnitt K\ Denn die Büschel (a) J\ (6), welche K 
erzeugen, haben zu Collinearfiguren die Büschel (a') J\ (a) 
und (6') A (V)) also ist auch (a') A (&') und diese erzeugen 
£', die CoUinearfigur von K. 
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5. Eine Gerade G der Ebene des Kegelschnittes K kann 
diesen höchstens in zwei Punkten schneiden. Denn die Strahlen- 
büschel (x) und (y), welche die Punkte ^ von K projiciren, 
schneiden G in zwei projektivischen Punktreihen, welche höch- 
stens zwei Deckelemente g, h besitzen, die, wenn sie vor- 
handen sind, Punkte des Kegelschnittes sind. 

Jede Gerade ö, welche aber einen Punkt t von K ent- 
hält, schneidet K noch in einem Punkte s, denn da die pro- 
jektivischen Punktreihen auf 6r in ^ ein Deckelement besitzen, 
so haben sie notwendig noch ein zweites s, welches auch auf 
K liegt. Oder auch: man lasse y auf t fallen, dann wird G 
ein Strahl von (y) = (t), welcher von dem homologen Strahl 
des Büschels (x) in s auf K geschnitten wird. 

In einer besonderen Lage von G könnte s auf t fallen, 
dann ist G Tangente von K in t, denn sie entspricht dann 
dem Strahle xt von (x). Die Tangenten von K schneiden 
daher den Kegelschnitt nur im Berührungspunkte. 

Anmerkung. Liegen die projektivischen Büschel (a) 
und (6') perspektivisch, so schneiden sich homologe Strahlen 
in Punkten einer Geraden T. Der Strahl a'V = S ent- 
spricht dem Strahle Va = S, so dass jeder Punkt von S als 
Schnittpunkt der beiden homologen Strahlen aV und Va 
angesehen werden kann. Die beiden Geraden S und T zu- 
sammengenommen sind also der Ort der Schnittpunkte ho- 
mologer Strahlen der Büschel (a') und (6'). Aus diesem 
Grunde nennt man S und T zusammengenommen einen zer- 
fallenen Kegelschnitt. S und T können irgend zwei Gerade 
der Ebene sein. 

§ 2. Construktion des Kegelschnittes durch seine Funkte. 

Sind die beiden projektivischen Büschel (a) und (6) ge- 
geben, welche den Kegelschnitt Ä erzeugen, so hat man die 
Büschel nur zu vervollständigen, um die Punkte des Kegel- 
schnittes K zu erhalten. Diese Vervollständigung führen wir 
Fig. 24. auf nachstehende Art aus. Es seien a und 6 die Scheitel 
der Büschel und ac, hc ein Paar homologe Strahlen d. h. c 
ein Punkt von K, Wir denken uns nun den Büschel (a) 
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durch Tc und den Büschel (6) durch ac geschnitten, dann 
werden die geraden Gebilde auf bc und ac einander projek- 
tivisch sein, und da in c ein sich selbst entsprechender Punkt 
beider liegt, sind die geraden Gebilde in perspektivischer 




Fig. 24. 



Lage. Ist t ihr Perspektivitätscentrum, so schneidet jeder 
Strahl durch t die Geraden bc und ac in a resp. ß so, dass 
aa und bß sich in einem Punkte d von K schneiden. 

Fällt a auf b und schneidet tb die Gerade ac in ß\ so 
ist tß' = tb der Strahl in (6), welcher dem Strahle ab von (a) 
entspricht d. h, ^6 ist Tangente von K in b. Ebenso ist ta 
Tangente in a und es ist mithin das PerspeJctivitätscentrum t 
der SchnittpunJct der Tangenten von K in den Punkten a und b. 

Hieraus folgt, dass t sich nicht ändert, wenn a und b 
festgehalten werden, an Stelle von c aber irgend ein anderer 
Punkt von K genommen wird. (Vergleiche auch den Zusatz 
zu Aufgabe 2 auf pag. 13.) 

1« Anfgal^e. Ein Kegelschnitt ist zu construiren, d. h. 
beliebig viele seiner Punkte sind zu zeichnen, wenn von dem- 
selben gegeben sind drei Punkte a, 6, c und die Tangenten 
Ay B in zweien a, b derselben. Die Ausführung zeigt Fig. 25. 
Man lasse den Strahl taß den Strahlenbüschel {t) durchlaufen Fig. 25. 
und bestimme die Schnittpunkte d der Strahlen aa und bß. 
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Hierbei kana^ wenn a oder ß nicht in einen bequem zugang- 
lichen Theil der Ebene fallen sollten, an Stelle der Geraden 
ac und hc irgend ein anderes Geradenpaar ad und hd ge- 
nommen werden, wenn d einer der bereits construirten Punkte ist 




Fig. 25. 



Man beachte, dass es nicht nöthig ist, dass alle Punkte a, &, c 
im Endlichen liegen, die Construktion ist immer durchführbar. 
Nimmt man z. B. an a und h liegen im unendlichen, ihre Tan- 
genten -4, B heissen dann Asymptoten, so führt die Construktion 
des so bestimmten Kegelschnittes auf eine sehr bekannte Con- 
struktion der Hyperbel, worauf hier nicht weiter eingegangen 
werden soll. 

Die vorstehende Construktion des Kegelschnittes aus drei 
Punkten und zwei Tangenten in zweien derselben wollen 
wir Fundamentalconstruktion nennen und späterhin jede Con- 
struktion eines Kegelschnittes soweit ausführen, bis diese Be- 
stimmungsstücke sich ergeben. 
Fig. 24. Wir sahen, dass wenn a, 6, c, d vier Punkte eines Kegel- 

schnittes sind und ac, ad von den Geraden 6c, id in a, ß 
geschnitten werden, dass dann die Gerade aß durch den 
Schnittpunkt der Tangenten von K in a und b geht. Daher 
muss aß auch durch den Schnittpunkt s der Tangenten in c 
und d gehen, wie ohne Weiteres klar, wenn man sich K 
durch die Büschel (c) und (d) erzeugt denkt. 
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Da aß eine Diagonale des vollständigen Viereckes abcd 
ist^ dessen Ecken auf K liegen^ so können wir den Satz so 
aussprechen : 

Sind a, 6, c, d vier Funkte eines Kegelschnittes K, so 
schneiden sich die vier Tangenten Aj B, C^ D dieser Funkte 
paarweise auf den drei Diagonalen des Viereckes abcd, Oder 
das Viereck abcd und das Vier seit ABCD haben dasselbe 
Diagonaldreieck. 

Schneiden einander ab und cd in y, so geht eben ya 
durch die Schnittpunkte C und b' der Tangenten A, C und Fig. 24. 




Fig. 24. 

JB, Z), während yß durch die Schnittpunkte b und c' der Tan- 
genten A, D und B, C geht. 

Hat man hiernach den Punkt d construirt und y be- 
stimmt, so liefern ya oder yß die Tangenten C und D in 
c und d. Die Geraden C und D müssen sich in s auf aß 
schneiden. Hält man c, also auch C fest, lässt d den Kegel- 
schnitt beschreiben, so sieht man, dass s die Tangente C 
durchläuft, und dass sd stets die Tangente von K in d wird. 
Man hat also zu jedem coustruirten Punkte von K auch seine 
Tangente ohne Weiteres gegeben. In Fig. 25 ist diese Con- 
struktion ersichtlich gemacht. 

2. Anfgal^e. Ein Kegelschnitt ist zu construiren, von 
dem gegeben sind vier Punkte a, 6, c, d und die Tangente 
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Fig. 26. A in a. In Figur 26 ist die Construktion ersichtlich gemacht, 
indem der Punkt t construirt wurde, der auf -4 und aß liegt, 
wenn ad, ac von bd, bc in a, ß geschnitten werden. Denn 




Fig. 26. 

wird der Kegelschnitt construirt, der durch a, b, c geht und 
ta sowie tb berührt, so geht er auch durch d, ist also der 
verlangte. 

Man nehme znr üebuDg einen oder zwei Punkte im un- 
endlichen an, oder auch 
den Punkt a auf der 
unendlich fernen Ge- 
raden Ä, so dass diese 
den Kegelschnitt be- 
rührt; die Construktion 
ißt stets in bestimmter 
Weise ausführbar. 

3. Anfgal^e. Ein 

Kegelschnitt ist zu con- 
struiren, von dem ge- 
geben sind fünf Punkte 
a, 6, c, dy e, 

Fig. 27. Schneiden sich ac, ad und 6c, bd in a und ß, sowie 

ad, ae und bd, be in a^, ß^, so bestimmen aß und a^ß^ den 
Punkt ty und ta, tb sind die Tangenten des Kegelschnittes 
in a und b. Df*nn wird der Kegelschnitt construirt, welcher 




Fig. 27. 
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ta und th zu Tangenten hat und durch a, 6, c geht, so zeigt 
die gemachte Construktion, dass er auch durch d und e geht^ 
also der verlangte ist. 

Von den gegebenen Punkten dürfen nicht drei in einer 
Geraden liegen; wenn ein eigentlicher Kegelschnitt bestimmt 
sein soll. 

§ 3. Constmktion des Kegelschnittes durch seine 
« Tangenten. 

Die Construktion der Tangenten des Kegelschnittes, wie 
sie im vorigen Paragraph gezeigt wurde, lehrt, dass wenn 
die Tangente G fest bleibt, während D sich ändert, die Strahlen ng. 
cb' und c'b sich in den Punkten y der Geraden ah schneiden. 




Fig. 28. 

dass daher sowohl die Büschel (c), (c'), als die geraden Ge- 
bilde, in welchen sie B und A schneiden, einander projek- 
tivisch sind. Da die geraden Gebilde auf B und A dieselben 
sind, welche von den Tangenten D des Kegelschnittes auf 
ihnen ausgeschnitten werden, so ergiebt sich der 

Lehrsatz 1. Die Tangenten des Kegelschnittes schneiden 
zwei feste Tangenten desselben in projeMvischen Punktreihen. 

Die Figur 28 macht die Construktion der Tangenten 
eines Kegelschnittes ersichtlich, von dem gegeben sind drei 
Tangenten Ay B,C und die Berührungspunkte a, b auf zweien 
derselben. Schneidet C die A, B in c und c' und werden 
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die Punkte y von ab aus c und c' auf B und A projicirt 
nach b' und b, so hüllt bb' = i) den Kegelschnitt ein. Denn 
ist s der Schnittpunkt der construirten Tangente D mit C 
und schneidet ts {t der Schnittpunkt von A und B) die Ge- 
rade cb' in a und c'b in ß, so ist [yb'ac] sowie [yc'/Sb] je 
ein harmonisches Quadrupel. Schneidet nun aß die C in c 
und iß die D in e7; so gehen auch aa durch d und to^ durch t?. 
Denn ist tt der Schnittpunkt von D mit ai, so folgt,» wenn 
man das Quadrupel [yc'ßb] aus b auf 2) projicirt, dass 
[nb'db] ein harmonisches Quadrupel wird, und wenn aa die 
D in dl schnitte, so würde durch die Projektion von [yb'ac] 
aus a auf D folgen, dass auch [ttb'dib] ein harmonisches 
Quadrupel ist, also muss d = d^ sein. Ebenso folgt, dass 
aß und ba sich in c auf C schneiden. Construirt man nun 



Fig. 28. 

den Kegelschnitt, der durch a, 6, c geht und A, B zu Tau- 
genten hat, so geht er durch d und berührt C und 2), also 
hüllt die Gerade D den Kegelschnitt ein. 

Beachtet man, dass cd durch y geht, so folgt: 
Beschreiben b und b' die projektivischen Punktreihen auf 
A und JB, daher y die Gerade a6, so hüllt bb'= J) einen 
Kegelschnitt ein. Ist c der Berührungspunkt der festen Tan- 
gente cc' = (7, wobei cb' und c'b durch y gehen, so liefert 



III. § 3. Der Kegelschnitt. 



47 



die Projektion von y aus c auf die variable Tangente D den 
Berührungspunkt auf dieser. 

Die Construktion ist auch bestimmt ausführbar, wenn C die 
unendlich ferne Gerade der Ebene ist, und liefert dann eine 
bekannte Construktion der Parabel aus zwei Tangenten und ihren 
Berührungspunkten. Liegen a, h im unendlichen, so erhält man 
eine bekannte Hyperbelconstruktion. 

Nennt man die Verbindungsgerade der Berührungspunkte 
zweier Tangenten die Berührungssehne dieser Tangenten, so 
kann die obige Construktion in folgenden Satz zusammen- 
gefasst werden: 

Sind Ay B, Cj D vier Tangenten eines Kegelschnittes^ so 
gehen die sechs ihnen mgehörigen Berührungssehnen paarweise 
durch die drei Ecken des Diagonaldreiseites des vollständigen 
Vierseites AB CD, die Berührungspunkte bilden also ein Viereck, 
dessen Diagonaldreieck auch Diagonaldreiseit des Vierseites AB CD 
ist, was wieder der Satz des § 2 Seite 43 ist. 

1. ÄufgBhe, Ein Kegelschnitt ist zu construiren, von 
dem gegeben sind vier Tangenten A, B, C, D und der Be- 
rührungspunkt a auf einer derselben. Wird die Tangente A 
von C und 2) in c und b und B von C und D in c' und b' Fig. 29. 




Fig. 29. 



geschnitten, so treffen sich nach dem obigen Satze cb' und c'b 
in y und ya ist die Berührungssehne von A und B, schneidet 
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daher B im Berührungspunkte 6. Es folgt dann, dass, wenn 
der Kegelschnitt construirt wird, der Äy B, C berührt, die 
ersteren in a und 6, derselbe auch D berühren muss. 

2. Anfgal^e. Ein Kegelschnitt soll construirt werden, 
der fünf Gerade Aj B, C, J), E berührt. Von den Geraden 
sollen keine drei durch einen Punkt gehen, 
Fig. 30. Es möge die Gerade Ä von (7, Z), JE in c, b, C und 

B von demselben Geraden C, J), E in c', b', e' geschnitten 
werden. Ist nun y der Schnittpunkt von cb' und c'b 
und d der Schnittpunkt von cc' und c'e, so möge die 
Gerade yd in a und i die Geraden Ä, B schneiden. Dann 
wird der Kegelschnitt, welcher A, B, C berührt, erstere in 
a und h auch D und E berühren, also der verlangte sein. 

Man sieht, dass durch die Angabe der Stücke in beiden 
Aufgaben der Kegelschnitt vollständig bestimmt ist. 




Fig. 30. 



Lehrsatz 3. Hat man zwei prqjeJctivische gerade Gebilde 
auf A und B in nicht perspektivischer Lage, so hüllen die Ver- 
bindungsgeraden homologer Punkte einen Kegelschnitt ein, 
Fig. 30. Denn entsprechen den Punkten c, b, C von A die Punkte 

c', b', e' von B, wodurch die Projektivität festgelegt ist, so 
construire man den Kegelschnitt K, der A, B und die drei 
Geraden cc' = C, bb' = D, cc' = E berührt, dann schneiden 
die Tangenten von K nach dem Lehrsatze 1 auf A und B 
eben diese projektivischen Punktreihen aus, die (7, D, E in 
je einem Paar homologer Punkte treflfen. 

Wie ersichtlich entspricht dem Schnittpunkte t von A 
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und B auf A der Berührungspunkt a und auf B der Be- 
rührungspunkt &. 

Projicirt man aus einem Punkte x der Ebene die ein- 
ander projektivischen Punktreihen, welche die Tangenten von K 
auf irgend zwei seiner Tangenten A^ B ausschneiden, so er- 
hält man in x zwei conlocale projektivische Strahlenbüschel, 
die höchstens zwei Deckstrahlen haben. Sind dieselben vor- 
handen, 6r, Hy so sind sie Tangenten von K und es folgt 
daher: Durch einen Punkt x gehen höchstens zwei Tangenten von K. 

Ist x auf einer Tangente X von K gelegen, so geht 
notwendig noch eine Tangente T durch x\ denn die conlocalen 
projectivischen Büschel in x haben einen Deckstrahl X, also 
noch einen T. Oder auch: Lässt man A mit X. zusammen- 
fallen, so entspricht dem Punkte x von X auf B der Punkt x' 
und xx' ist die zweite Tangente Y, Nur in dem Falle, wenn 
X der Berührungspunkt der Tangente X wäre, würde x' in 
den Schnittpunkt von X mit B fallen, also Y mit X zu- 
sammenfallen. Ist also X ein Punkt des Kegelschnittes K, 
so fallen die beiden Tangenten, die von ihm an K gehen, in 
eine zusammen. 

Anmerkung. Liegen die Punktreihen auf A und B 
perspektivisch, so gfehen die Strahlen, welche homologe Punkte 
verbinden, durch einen Punkt s. Da aber im Schnittpunkte t 
der beiden Geraden auch ein Paar homologer Punkte liegt, 
so enthält jede durch t gehende Gerade auch ein Paar homo- 
loger Punkte, es kann also das Punktepaar Sy t als Enveloppe 
der Geraden betrachtet werden, welche homologe Punkte von 
A und B verbinden. In dieser Auffassung stellt irgend ein 
Punktepaar der Ebene einen zerfallenen Kegelschnitt dar, 
dieser als Enveloppe seiner Tangenten betrachtet. 



§ 4. Frojektivisohe Gebilde auf dem Kegelschnitte. 

Definition. Legt man einen Strahlenbüschel (a) mit seinem 
Scheitel a auf einen Punkt des Kegelschnittes X, so schneiden 
die Strahlen von (a) auf K ein krummes Gebilde aus, be- 
stehend aus der Gesammtheit der Punkte von K. Wir wollen 

BoBBK, proj. Geometrie. 4 
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das krumme Gebilde dem StrahlenMschel projeJctivisch nennen, 
wobei jedem Strahle von (a) der Punkt von K entspricht, in 
welchem er, ausser in a, den K noch schneidet. Demzufolge 
wird das krumme Gebilde auf Z" aus jedem beliebigem Punkte 6 
des Kegelschnittes K durch einen zu ihm projektivischen 
Strahlenbüschel (h) projicirt. Denn es ist (b) A («); da sie 
dieselben Punkte von K projiciren. 

Lehrsatz 1. Die Tangenten der Punkte eines Kegelschnittes 
schneiden eine feste Tangente desselben in einem zum krummen 
Gebilde projektivischen geraden Gebilde. 
Fig 28. Durchläuft nämlich d den Kegelschnitt K, so beschreibt 

ad den Büschel (a), der zum krummen Gebilde auf K pro- 
jektivisch ist. Also beschreibt auch a auf ic und daher auch 
b' auf JB je ein zum krummen Gebilde auf Ä" projektivisches 
Gebilde, indem a der Schnitt von (a) und b' die Projektion 
von a aus C ist. 




Fig. 28. 

Lehrsatz 2. Zwei krumme Gebilde auf demselben oder 
auf verschiedenen Kegelschnitten können stets so auf einander 
prcjektivisch beeogen werden, dass drei beliebig gewählten Tunkten 
des einen drei beliebige des andern entsprechen. 

Denn die Büschel, welche die krummen Gebilde pro- 
jiciren, können in der verlangten Weise projektivisch auf ein- 
ander bezogen werden. 
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Es mögen die krummen Gebilde auf demselben Kegel- Fig. 31. 
schnitte K liegen und den Punkten a, 6, c sollen die Punkte 
a', 6', c' entsprechen. Die 
Vervollständigung der 
Gebilde kann so ge- 
schehen : Man projicire 
das Gebilde a, 6, c, x aus 
dem Punkte a' und das 
Gebilde a, h\ c\ x' aus 
a, dann wird 
a\aicx)7\a{a'b'c'x') ^8- »i- 

und da die Büschel im Strahle aa' entsprechende Strahlen 
haben, so schneiden einander die übrigen entsprechenden 
Strahlen in Punkten einer Geraden T. Sind also ß, y die 
Schnittpunkte von afe', a'h und ac\ a c^ so ist ßy^=T, und 
wenn a'x die T in | schneidet, so bestimmt ag auf K den 
Punkt x\ Wir nennen die Gerade T aus diesem Grunde die 
Vervollständigungsttxe der krummen projektiyischen Gebilde. 
Von derselben gilt der folgende Satz: 

Die Vervollständigungsttxe der projektivischen Gebilde ändert 
sich nichtj wenn an Stelle der ursprünglich gewählten Büschel (a) 
und (a') irgend zwei Büschel gewählt werden^ deren, Centren 
homologe Punkte der krummen Gebilde sind. 

Es genügt zu zeigen, dass T sich nicht ändert, wenn xig. si. 
man c' und c an Stelle yon a' und a nimmt. 

Schneiden sich die Geraden cV und c'fe in a, so hat 
man nur zu zeigen, dass ay durch ß geht, indem ay die 
VervoUständigungsaxe für die Büschel 

c'(abc...) A c(a'b'c' ...) 
wird. Es ist der Büschel 

a^ccTa") 7\h(cc'b'a'), 
da beide dieselben Punkte von K projiciren. Daher schneidet 
(a) die Gerade a'c in einem geraden Gebilde, welches zu 
dem geraden Gebilde auf 6'c, welches (b) ausschneidet, per- 
spektivisch ist, indem im Punkte c sich die homologen Strahlen 
ac und bc schneiden. Nun enthält ab' sowie 6a' je ein Paar 
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homologer Punkte der gerad^i Gebilde auf a* c und V c, also 
ist ihr Schnittpunkt /3 das Perspektivitätscentrum der geraden 
Gebilde, und da a und y ein Paar homologer Punkte sind, 
so geht ay durch /3. 

Sind also a?, x' irgend ein Paar homologer Punkte der 
krummen projekti vischen Gebilde und % ein Punkt ihrer Ver- 
vollständiguugsaxe T, und schneidet x% den K in y^ x'% in y^ 
so sind y, y' wieder ein Paar homologer Punkte. 

Anmerkung. Schneidet die Veryollständigungsaxe T 
den Kegelschnitt K in zwei Punkten, so sind dieselben die 
Deckpunkte der projektivischen krummen Gebilde. 

Anfgabe. Die Deckelemente zweier conlocaler projek- 
tivischer Gebilde sind zu construiren. Man kann durch Pro- 
jektion die conlocalen Gebilde stets auf zwei conlocale pro- 
jektivische Strahlenbüschel zurückführen . Legt man nun durch 
den Scheitel der Strahlenbüschel einen Kreis ££, so erhält man 
auf diesem zwei krumme projektivische Gebilde, deren Ver- 
yollständigungsaxe nach Obigem construirt werden kann. 
Schneidet sie den Kreis in zwei Punkten, so sind die Strahlen 
des Büschels, die diese Punkte projiciren, Deckstrahlen der 
projektivischen Büschel, und ihnen entsprechen die Deck- 
elemente der ursprünglich vorgelegten Gebilde. 
Fig. 81. Zusatz. Da a, 6, c, a\ 6', c' sechs ganz beliebige 

Punkte des Kegelschnittes K sind, so ist in der Thatsache, 
dass die drei Punkte a, /3, y auf einer Geraden liegen, ein 

Satz über sechs Punkte 
eines Kegelschnittes ent- 
halten, den wir unab- 
hängig von der projekti- 
vischen Beziehung der 
krummen Gebilde aus- 
sprechen können. Wir 
nennen in dem Sechseck 
a 6'c a'6 c' je zwei Seiten, 
die in dem einen und an- 
deren Sinne (in dem das Sechseck von einer Ecke aus durch- 
laufen werden kann) um dieselbe Anzahl Ecken von einander 




Fig. 81. 
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abstehen, einander gegenüberliegende Seiten. Diese sind: ab' 
und a'b, Ve und be\ ca' und c'a. Den obigen Satz können 
wir dann so aussprechen: 

In jedem einem Kegelschnitte eingeschriebenem Sechsecke 
schneiden sich die drei Pam'e gegenüberliegender Seiten in drei 
Punkten einer Geraden. 

Der Satz bleibt auch bestehen, wenn zwei der Punkte z. B. 
a und c zusammenfallen, wenn nur an Stelle von ac dann die 
Tangente des Kegelschnittes gesetzt wird. Fällt a mit c\ b mit 
a' und c mit &' zusammen, so lautet dann dieser Satz: Sind öf, 6, c 
drei Punkte des Kegelschnittes ^ so schneiden ihre Tangenten die gegen- 
überliegenden Seiten des Dreieckes in drei Punkten einer Geraden, 

Der obige Satz ist nach seinem Entdecker Pascal (1623 — 
1662) als PascaV scher Satz bezeichnet worden. Man nennt 
jedes Sechseck, dessen drei Paare gegenüberliegender Seiten 
sich in den Punkten einer Geraden schneiden, ein Pascal'sches 
Sechseck und es gilt auch die Umkehr des obigen Satzes: 

Jedes PascaVsche Sechsech ist einem Kegelschnitte ein- 



Denn ist abca'Vc Fig. 31 ein Pascarsches Sechseck 
und man legt durch a, 6, c, a\ V den Kegelschnitt jST, so 
muss er auch durch c gehen, denn K kann als Erzeugnis 
der projektivischen Büschel (a) und (6) betrachtet werden, 
welche die Geraden a* c und b'c in perspektivischen Punkt- 
reihen schneiden, deren Perspektivitätscentrum /3 ist, also 
sind ay und 6a ein Paar homologer Strahlen, die sich in c' 
schneiden. 

Dieser Satz kann dazu benützt werden, Punkte eines 
Kegelschnittes zu construiren, wenn fünf Punkte desselben 
gegeben sind. 

§ 5. Die Involution auf dem Eegelsohnitte. 

Legt man eine Strahleninvolution mit ihrem Scheitel auf 
einen Punkt a des Kegelschnittes Kj so schneiden ihre Strahlen- 
paare den K in Punktepaaren einer Involution, die aus jedem 
Punkte X des Kegelschnittes wieder durch eine Strahleninvo- 
lution projicirt wird. Hiebei bildet die Tangente X von K 
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in X mit dem Strahle, welcher x mit seinem homologen x' ver- 
bindet, ein Paar der Strahleninvolution in (x). 
Fig. 32. Von einer Involution auf K können zv^ei Paare aa\ hV 

v^illkürlich gev^ählt v^erden, v^odurch sie bestimmt ist. Pro- 
jicirt man dann die Involution aus zwei Punkten a, a' von Ky 
die ein Paar bilden , so müssen sich homologe Strahlen der 
Büschel 

a{a'h'h...)7\ a' {aW . . ) 

in Punkten einer Geraden ^^ der YervoUständigungsaxe 
schneiden, die durch q, t geht, wenn aV, a'h sich in q und 
afe, aV in r schneiden. Durchläuft 6, V die Involution, so 
beschreiben ab und aV eine Strahleninvolution in (a) und q, r 
eine Punktinvolution auf ?ß. Dieselbe Punktinvolution wird 
auch von der Strahleninvolution in (a') ausgeschnitten. Die 
Schnittpunkte von ^ mit K sind die Deckpunkte der Involution 
auf K, Je nachdem also 5ß den K schneidet oder nicht 
schneidet, ist die Involution hyperbolisch oder elliptisch. 




Fig. 32. 

Da die Tangente ^ in a mit aa' ein Paar der Strahlen- 
involution in (a) bildet und ebenso a' a mit der Tangente A! 
in a' ein Paar der Involution in (oJ) ist, so müssen ein- 
ander A und A' in einem Punkte a auf 5ß schneiden, der 
mit dem Schnittpunkte a von aa' mit 5ß ein Paar der In- 
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volution q, x auf 5ß bildet. Dasselbe gilt von den Tangenten 
irgend eines Punktepaares der Involution auf K. Wir wollen 
die Vervollständigungsaxe 5ß die Polare der Involution nennen 
und haben daher folgenden: 

Lebrsatz 1. Die Tangenten des Kegelschnittes in den 
Funktepaaren einer Involution auf demselben schneiden sich in 
Funkten der Polare der Involution. 

Lehrsatz 2. Zu jeder Geraden 5ß der Ebene eines Kegel- 
schnittes K gehört eine bestimmte Involution auf K, deren Polare 
sie ist. 

Es seien Ä, B irgend zv7ei Tangenten von Ky die 5ß in 
a und b schneiden^ dann gehen von a und b noch je eine 
Tangente A' und B' an K. Sind dann a, 6, a\ V die Be- ' 
rührungspunkte der Tangenten auf Ky so hat die Involution, 
die durch die Paare aa'y bV bestimmt ist, 5ß zur Polare. 

Nur in dem Falle, dass 5ß selbst Tangente von K wäre, 
würden die Tangenten A' und B' mit $ß zusammenfallen 
und a', V würden im Berührungspunkte p von ?ß coincidiren. 
Die Involution wäre dann keine eigentliche mehr, indem a!p 
und &p ihre Paare sein sollten. Der Punkt )f bildet dann 
mit jedem Punkte des Kegelschnittes ein Paar dieser speciellen 
Involution. Wir wollen eine solche Involution eine para- 
holische nennen. 

Lehrsatz 3. Die Geraden aa\ bb\ welche die Paare 
einer Involution auf dem Kegelschnitte K tragen^ gehen durch 
einen festen Punkt p der Ebene, den wir Pol der Involution 
nennen. 

Schneiden sich nämlich die Geraden aa' und 66' in p Fig 33. 
und wird aa' von 5ß = qr in a geschnitten, so ist [aaa'p] 
ein harmonisches Quadrupel und p bleibt daher fest, wenn 
bb' die Involution durchläuft, da q, r stets auf Sß liegt. 
Schneidet bb' die Polare ?ß in j3, so ist auch [pb'ßb] ein 
harmonisches Quadrupel und es folgt der 

Satz: Die Paare bb' der Involution auf K werden auf 
den Strahlen bb'p durch den Pol p und die Polare 5ß harmo- 
nisch getrennt. 
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Lehrsatz 4. Jedem Punkte )f der Ebene des Kegelschnittes 
K entspricht auf K eine Involution, deren Pol er ist. 




Fig. 33. 

Verbindet man nämlich !p mit den Punkten a, 6 des 
Kegelschnittes, so schneiden diese Geraden K noch in a' und 
V und die Involution, welche aa, hV zu Paaren hat, hat ^) 
zum Pol. 

Nur in dem Falle, dafs p selbst ein Punkt von K ist, 
fallen a und V in )f zurück und die Involution wird para- 
bolisch. Wir haben daher: 

Ben Tangenten und Punkten des Kegelschnittes K entsprechen 
parabolische Involutionen aufK, deren Polaren resp. Pole sie sind 

Aufgabe. Eine Involution ist durch zwei ihrer Paare 
gegeben, man construire beliebige Paare, speciell ihre Deck- 
elemente. Die Involution sei im Strahlenbüschel (a) angenom- 
men. Der Kreis ^, welchen man durch a legt, schneidet sie 
in einer krummen Involution, deren Pol p und Polare 5ß seien. 
Jeder Strahl durch p schneidet dann S in einem Paare der 
Involution und die Polare 5ß schneidet Ä in den Deckpunkten 
der Involution, die also auch die Deckstrahlen in (a) bestimmen. 

Zusatz. Sind von einer Strahleninvolution (t) zwei Strahlen- 
paare AA'y BB' auf einander senkrecht, so stehen je zwei 
Strahlen CG\ die ein Paar derselben sind, auf einander senk- 
recht Denn legt man durch den Scheitel t des Büschels einen 
Kreis S, welcher die Strahlen in aa, bV schneiden möge, 
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so ist der Schnittpunkt von aa mit hV oder der Pol der 
Involution auf K der Mittelpunkt nt von Ä, denn ata' und 
htV sind rechte Winkel. Also muss cc' auch durch m gehen^ 
daher G senkrecht auf C stehen. Eine solche Involution 
heisst drctilar. 

Es seien die Punkte g^ h die Schnittpunkte der Polare ^»g- ^4. 
^ mit Ky also die Deckpunkte der Involution, deren Polare 
^ und Pol p ist, die die Paare aa\ hV hat. Betrachten wir 
nun die Involution, deren Pol q ist, die also durch die Paare 
ah\ ah bestimmt ist, so ist deren Polare oflfenbar die Ge- 
rade pr und Qy h sind ein Paar dieser Involution, also schneiden 
sich die Tangenten G, H von K in g und h in einem Punkte 
der Geraden pr. Da aber gh auch ein Paar der Involution ist, 
deren Pol r ist, die die Paare ah und a'h' bestimmen, also pq 
zur Polare besitzt, so schneiden sich G, H auch in einem 
Punkte von pq d. h. Gy H schneiden einander in p. Daher der 

Satz: Die Tangenten in den Deckpunkten einer Involution 
auf K schneiden einander in dem Pole der Involution. 




Fig. 34. 

Gehört mithin dem Punkte p der Ebene des Kegel- 
schnittes K eine hyperbolische Involution auf Ä" zu, so 
gehen von p an den Kegelschnitt zwei Tangenten, welche K 
in den Deckpunkten g, h der Involution berühren. Die Po- 
lare 5ß der Involution schneidet K in g und h. Wir wollen 
sagen ein solcher Punkt p liegt ausserhalb des Kegelschnittes K, 
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Demgemäss heissen die Punkte p, denen eine elliptische 
Involution auf K entspricht, innerhalb des Kegelschnittes ge- 
legen. Die Polare ?ß, welche zu einer solchen elliptischen 
Involution auf K zugehört, kann den Kegelschnitt nicht 
schneiden. 

Znsatz. Hat die Involution auf K Fig. 34 zwei Deck- 
punkte g, Ä, so wird jedes Paar hV derselben aus irgend 
einem Punkte x von K durch zwei Strahlen projicirt, welche 

von xg und xh harmonisch getrennt werden (Definition Seite 20). 
Wir wollen [bgi'h] als harmonisches Quadrupel auf dem 
Kegelschnitte bezeichnen, und können daher sagen: Jedes 
Paar einer hyperbolischen Involution aufK bildet mit den DecJc- 
punJcten ein harmonisches Quadrupel. 

Aufgabe. Man hat auf dem Kegelschnitte K die Punkte 
a, 6 gegeben; es soll der Punkt d bestimmt werden, welcher 
einen beliebig angenommenen Punkt c von K harmonisch von 
a, b trennt. Man construire in a und b die Tangenten von 
Ky welche sich in p schneiden mögen, dann triflft )fc den K 
in dem verlangten Punkte d. 



§ 6. Pol und Polare. 

Definition. Der Punkt )f der Ebene eines Kegelschnittes 
K soll Fol einer Geraden ^, und diese Polare des Punktes p 
heissen, wenn p und 5ß dieselbe Involution auf K induciren. 

Hiernach gehört zu jedem Punkte der Ebene eine be- 
stimmte Polare, deren Pol er ist, und zu jeder Geraden ein 
bestimmter Pol, dessen Polare sie ist. Dem Punkte a des 
Kegelschnittes gehört die Tangente A als Polare zu, und jeder 
Tangente A gehört ihr Berührungspunkt a auf K als Pol zu 
(§ 5, Lehrsatz 2 und 4). 

Die Punkte der Geraden 5ß heissen mm Pol p conjugirt 
in Bezug auf den Kegelschnitt K, und ebenso heissen die 
Geraden durch p conjugirt m 5ß in Bezug auf K 

Lehrsatz 1. Ist der Punkt q conjugirt zu p, so ist auch 
p conjugirt zu q in Bezug auf K 
Hg. 35. Wir haben nur zu zeigen, dass die Polare D von q durch 
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p geht. Dies folgt aus dem Anblick der Fig. 35; indem 
^)r = D offenbar die Polare von q ist, also durch p geht. 




Fig. 85. 

Folgerung 1. Durchläuft q eine Gerade 5ß, so beschreibt 
seine Polare D einen Strahlenbüschel (p), dessen Scheitel p 
der Pol von 5ß in Bezug auf K ist. 

2. Beschreibt eine Gerade D den Strahlenbüschel (p), so 
durchläuft ihr Pol q ein gerades Gebilde auf ^, so dass ^ 
die Polare von p ist. Denn sind D^ und Dg zwei Gerade 
durch p, deren Pole q^ und qg sind, so werden die Polaren 
der Punkte von q^q^ den Büschel (p) beschreiben. 

3. Ist die Gerade D conjugirt zu $/ so ist auch $ 
conjugirt zu D. Denn, da D durch den Pol p von 5ß geht, 
so liegt der Pol q von D auf ^. 

4. Der Schnittpunkt zweier Geraden ist der Pol der 
Yerbindungsgeraden ihrer Pole, und die Verbindungsge- 
rade zweier Punkte ist die Polare des Schnittpunktes ihrer 
Polaren. 

Die Polaren der Punkte einer Tangente Ä von K gehen 
durch den Berührungspunkt a derselben, und die Pole aller 
Geraden durch a liegen auf der Tangente Ä von a. Daher 
ist der Punkt ä von K conjugirt zu jedem Punkte der Tan- 
gente Äf also auch sich selbst, und die Tangente A ist con- 
jugirt zu allen Strahlen durch a, also auch sich selbst. 
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Wir wollen zwei Punkte ^), q, die in Bezug auf Z^ einan- 
der conjugirt sind, conjtigirte Fole von K nennen. Ebenso 
sollen zwei Gerade ^^ D; die in Bezug auf K einander con- 
jugirt sind, conjitgirte Polaren heissen. Sind also p, q con- 
jugirte Pole von K, so heisst das: die Polare von p geht 
durch q und daher auch die Polare von q ^urch p. 

Lehrsatz 2. Die conjitgirten Pole von K auf einer Ge- 
raden 5ß bilden eine Involution und werden aus dem Pole p der 
Geraden ?ß durch eine Involution conjugirter Polaren projicirt. 
Fig. 35. Wir haben bereits gesehen, dass pr = D die Polare von 

q, und pq = 3i die Polare von r ist, und dass q, r auf 5ß 
eine Involution beschreiben, wenn 66' die Involution auf K 
durchlaufen, welche von p und ?ß inducirt wird. D, 9i durch- 
laufen hiebei die Involution conjugirter Polaren im Strahlen- 
büschel (p). 




Fig. 35. 

Folgerung 1. Projicirt man die durch 5ß inducirte In- 
volution auf K aus einem beliebigen Punkte a von K auf 
die Gerade $, so erhält man auf derselben die Involution 
conjugirter Pole. 

2. Projicirt man die Involution conjugirter Pole der Ge- 
raden ^ aus einem beliebigen Punkte a des Kegelschnittes 
auf diesen, so erhält man auf K die Involution, welche $ß 
auf demselben inducirt. 
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3. Projicirt man die Punkte eines Kegelschnittes aus 
zwei Punkten a, a d'esselben, die mit )f auf einer Geraden 
liegen, so erhält man auf der Polare 5ß von !p die Involution 
conjugirter Pole. 

4. Projicirt man die Involution conjugirter Pole auf $ß 
aus zwei Punkten a, a von Z", die mit dem Pole p von 5ß 
auf einer Geraden liegen, so schneiden sich entsprechende 
Strahlenpaare ausser auf 5ß noch in den Punkten von K. 

Die Richtigkeit der Folgerungen ergibt sich aus dem 
blossen Anblicke der Fig. 35 und dürfte es daher überflüssig 
sein, jede derselben des Langen zu beweisen. 

Aus 1. folgt, dass die Deckpunkte g^ h der Involution 
auf K auch auf 5ß die Deckpunkte der Involution conju- 
girter Pole sind, und dass daher die Tangenten 6r, E von Z", 
die durch p gehen, die Deckstrahlen der Involution conjugirter 
Polaren von p sind. 

Da auf jeder Geraden 5ß der Ebene des Kegelschnittes 
K eine ganz bestimmte Involution conjugirter Pole auftritt, 
die nicht notwendig hyperbolisch zu sein braucht, so wollen 
wir folgende Definition einführen: 

Die Deckpunkte der auf 5ß auftretenden Involution conjur- 
girter Pole von K sind die Schnittpunkte von K mit 5ß. Wir 
"bezeichnen dieselben als ein Paar imaginärer Punkte, wenn 
die Involution elliptisch ist, und im Gegensatz hiezu als reelle, 
wenn die Involution hyperbolisch ist. 

Indem hiemit die Deckpunkte der elliptischen Polinvo- 
lution als ein Paar imaginärer Punkte des Kegelschnittes de- 
finirt sind, können wir sagen: Jede Gerade der Ebene schneidet 
den- Kegelschnitt K in zwei Punkten, die entweder reell oder 
imaginär sind. Die Tangenten A von K schneiden nur in 
einem, oder besser gesagt in zwei zusammenfallenden Punkten 
den Kegelschnitt K\ die Involution conjugirter Pole auf A 
hat nämlich nur den Berührungspunkt a zum Deckpunkt, oder 
in a fallen zwei Deckpunkte der parabolischen Involution auf 
K zusammen. 

In derselben Weise sollen die Deckstrahlen der Involution 
conjugirter Polaren eines Punktes p ein Paar imaginärer Tan- 
genten von K heissen, wenn die Involution elliptisch ist und 
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reelle, wenn sie hyperbolisch ist. Liegt a auf K, ero ist die 
Involution parabolisch und beide Deckstrahlen fallen in die 
Tangente Ä. 

Nach der Definition in § 5 Seite 58 liegen die Funkte, 
von denen imaginäre Tangenten an K gehen, innerhalb K und 
die, von denen reelle Tangenten an K gehen, ausserhalb K. 



§ 7. Die Poldreieoke eines Kegelschnittes. 

Fig. 86. Sind a, b, c, d vier Punkte eines Kegelschnittes K und 

))qr das Diagonaldreieck des vollständigen Viereckes ab cd, 
so ist 

1) p der Pol der Geraden q r = ?ß und beide induciren auf 
K die Involution, deren Paare ab, de sind; 

2) q der Pol der Geraden !pr = D und beide induciren auf 
K die Involution, deren Paare ac,bd sind, und 

3) r der Pol der Geraden p q = 3i und beide induciren auf 
K die Involution, deren Paare ad,bc sind. 

Das Dreieck !pqr hat also die Eigenschaft, dass jede 
Ecke Pol der gegenüberliegenden Seite in Bezug auf K ist. 




Fig. 36. 



Drei Punkte p, q, r, die ein solches Dreieck bilden, wollen wir 
ein Tripel conjugirter Fole nennen, das Dreieck selbst soll Po- 
lardreieck oder Pöldreieck von K heissen. 
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Von einem Tripel conjugirter Pole kann man einen 
Punkt p ganz willkürlich in der Ebene, einen zweiten q auf 
der Polare 5ß des gewählten Punktes annehmen, wodurch das 
Tripel bestimmt ist, denn die Polare O von q schneidet dann 
5ß in dem Punkte r, der Pol von Ipq ist. 

Lebrsatz 1. Hat man em Tripel conjitgirter Pole p, q, t 
von K und prqjidrt man dasselbe aus einem willkürlichen Punkte 
a von K auf den Kegelschnitt nach i, c, d, so gehen die Seiten 
des Ih^eieckes bcd durch die Punkte p, q, t und zwar jede 
Seite durch den Punkt, dessen Projektion die gegenüberliegende 
Ecke des Dreieckes lieferte. 

Denn da q der Pol von D ist und p, X ein Paar conju- Fig. »6. 
girter Pole von K auf D sind, so liefert die Projektion 6, d 
von p, X auf Z" ein Paar der von D, also auch q, inducirten 
Involution (Folgerung 2 zu Lehrsatz 2 des § 6), also geht db 
durch q, u. s. w. 

Die Punkte a, 6, c, d bilden daher ein Viereck, dessen 
Diagonaldreieck pqx ist. 

Lehrsatz 2. Ist p, q, x ein Tripel conjugirter Pole von 
K.J so liegt stets einer der Punkte innerhalb und zwei 
ausserhalb K. 

Die drei Pole ^J, q, t induciren auf K drei Involutionen, Fig. 36. 
welche durch je zwei der sechs Paare bestimmt werden, die 
die vier Punkte a, 6, c, d zu zwei und zwei zusammengefasst 
liefern. Von diesen Involutionen ist aber nach Kap. I. § 3. 
Lehrs. 6 Seite 19 notwendig eine elliptisch, ihr Pol liegt also 
innerhalb Ky und zwei sind hyperbolisch, ihre Pole liegen 
ausserhalb K. 

Liegt daher q innerhalb Z, so ist die Involution conju- 
girter Pole auf D elliptisch, und D schneidet also K in zwei 
imaginären Punkten. Hingegen schneiden ?ß und 91, die Po- 
laren von p und r, den Kegelschnitt in je zwei reellen Punkten, 
da die Involutionen, welche p und r induciren, dann hyper- 
bolisch sein müssen. 

Folgerung 1. Liegt q innerhalb K, so schneidet jede 
durch q gehende Gerade 91 den Kegelschnitt K in zwei reellen 
Punkten, denn ihr Pol r liegt auf D und bildet mit dem 
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Schnittpunkte p von 9i mit D und mit q ein Tripel conju- 
girter Pole, daher ist die Involution, welche r inducirt, hy- 
perbolisch. 

2. Liegt q innerhalb K^ so liegen alle Punkte seiner 
Polaren D ausserhalb K. 

3« Liegt p ausserhalb K, und sind Gy H die Tangenten 
von Kj welche in den Schnittpunkten g^ h der Polare $ß von p 
den Kegelschnitt K berühren, so schneiden die Geraden eines 
Winkelraumes G . H den Kegelschnitt in zwei reellen Punkten, 
die Geraden des Nebenraumes in zwei imaginären. Die Punkte 
von 5ß, welche innerhalb des ersten Winkelraumes liegen, 
sind innerhalb -K", die des letzteren ausserhalb K gelegen. 
Liegt nämlich 91 innerhalb des ersten Winkelraumes, so liegt 
ihr Pol r auf 5ß ausserhalb K, also muss der Schnittpunkt q 
von 91 mit 5ß innerhalb K liegen, da p q r ein Poldreieck 
ist. Dann schneidet aber )) r = D den Kegelschnitt nicht, 
und da G, fi Deckstrahlen der Involution conjugirter Polaren 
sind, so trennen G, H die Geraden 9i, Q harmonisch, daher 
liegen letztere in verschiedenen Winkelräumen zwischen G ,E. 

4. Wird die Ebene E des Kegelschnittes K coUinear 
auf eine Ebene E' abgebildet, so entspricht dem Kegelschnitte 
K ein Kegelschnitt K' in E\ Hiebei wird jedem Punkte p 

von Ey der | , | Z" liegt, ein Punkt p' in E' ent- 

sprechen, der I , ., I Z"' liegt. Da nun jeder Kegel- 

schnitt K so collinear abgebildet werden kann, dass K' ein 
Kreis wird, § 1 Lehrs. 2 Seite 38, so bildet jeder Kegelschnitt 
eine geschlossene Linie, welche die Punkte, die innerhalb des 
Kegelschnittes liegen, trennt von den Punkten die ausserhalb 
desselben liegen. Man kann daher auf stetigem Wege inner- 
halb der Ebene des Kegelschnittes K nicht von Innen nach 
Aussen gelangen, ohne K in einem Punkte zu überschreiten. 

5. Zwei Involutionen auf demselben Träger haben stets 
ein Paar gemeinschaftlich, wenn wenigstens eine derselben 
elliptisch ist. Denn projicirt man sie auf einen Kegelschnitt 
K und sind p und q die Pole der Involutionen, so muss einer. 
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etwa q, innerhalb liegen, dann schneidet aber pq den Kegel- 
schnitt in zwei reellen Punkten a, 6, die ein Paar jeder der 
beiden Involutionen sind. 

Sind beide Involutionen hyperbolisch und g, h die Deck- 
punkte der einen, g^^ \ die der anderen, so haben die Invo- 
lutionen nur dann ein reelles Paar a, h gemeinschaftlich, 
wenn ^, h von g^, \ auf K nicht getrennt wird, denn a, h 
muss dann sowol ^, h als g^, \ harmonisch trennen, also 
müssen a, b die Deckpunkte der Involution sein, deren Paare 
gy h und g^j Äj sind. 

Znsatz. In jeder Strahleninvolution (t) gibt es ein zu 
einander senkrechtes Strahlenpaar. 

Denn legt man durch t einen Kreis Ä, welcher in m 
seinen Mittelpunkt hat, so wird die auf ihm von der Strahlen- 
involution ausgeschnittene Punktinvolution ihren Pol in p 
haben und pm schneidet daher ß in einem Punktepaare, das 
mit t verbunden, das einzige rechtwinklige Strahlenpaar 
liefert. Hätte die Involution in (t) zwei solche Paare, so 
müssten alle Paare zu einander senkrecht stehen. Sie ist 
dann eine circulare Involution. (Zusatz zum Lehrsatze 4 des 
§ 5, Seite 56.) 

6. In einer elliptischen Involution wird jedes Paar von 
einem anderen bestimmten harmonisch getrennt. Sei a, a' 
ein Paar der Involution auf K, deren Pol q innerhalb K 
liegt, ist r der Pol von aa', so muss rq den Kegelschnitt 
in zwei reellen Punkten 6, b' schneiden, die ein Paar der In- 
volution sind und a, a harmonisch trennen. 

Aninerknng. In einer hyperbolischen Involution exi- 
stiren keine zwei Paare, die einander harmonisch trennen, 
denn die Paare einer solchen Involution dürfen einander 
überhaupt nicht trennen. 

Lehrsatz 3. Sind aa^bi zwei Paare conjugirter Pole von Fig. 37, 
-K", so sind auch der Schnittpunkt c von ab mit ai und c, 
der Schnittpunkt von a b mit b a, ein Paar conjugirter Pole von K. 
Durch zwei Paar conjugirter Pole isji mithin stets ein drittes 
bestimmt. 

BoBBK, proj. Geometrie. 5 
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Es sei t Pol von ab in Bezug auf £^9 also th die Polare 
von b und ta Polare von a. Dieselben mögen ab in ß resp. a 
schneiden. 




Fig. 87. 

Dann sind bß und aa zwei Paare der Involution con- 
jugirter Pole von K auf ab, wodurch diese bestimmt ist. 
Schneidet nun tt die ab in y, so ist cy auch ein Paar 
dieser Involution (Kapitel I, § 3, Lehrsatz 3, Seite 16), also 
ist ty Polare von c d, h. c und c sind conjugirt in Bezug 
auf K. 



IV. Kapitel. 

Imaginäre Bestimmnngsstttcke des Eegelsclmittes. — 

Adjnngirte Involution. — Polarsystem. — Metrische 

Eigenschaften der Kegelschnitte. 

§ 1. Constraktion des Eegelsohnittes ans imaginären 
Bestimmnngsstnoken. 

Die Fundamentalconstruktion des Kegelschnittes (III, § 2) Fig. ss. 
zeigt, dass auf jeder durch t gehenden Geraden F die Invo- 
lution conjugirter Pole bestimmt ist durch die zwei Paare 
tt und aßy und dass y der Pol der Geraden F ist. Aber 




Fig. 38. 

auch die Involution conjugirter Polaren in y ist bestimmt 
durch die zwei Paare yt, yab = T und ya, yß. Die letz- 
teren zwei Geraden projiciren die Schnittpunkte der Tangente 
G oder D auf Ä und B, wir haben daher den später zu be- 
nutzenden: 

Lehrsatz 1. Aus jedem Punkte y der Geraden T, Polare 
des SchmUparüäes t der Tangenten A und B eines Kegelschnittes^ 

6* 



63 I^* § 1* Eegelschnittsconstraktionen. 

werden die projehtivischen Tunktreihen auf A und B , welche die 
Tangenten des Kegelschnittes auf ihnen ausschneiden^ durch eine 
und dieselbe Strahleninvolution projicirt, welche die Involution 
conjugirter Polaren des Punktes y ist. 

Wir gehen nun zur Construktion des Kegelschnittes über, 
wenn Involutionen conjugirter Pole oder Polaren desselben 
gegeben sind. 

lo Aufgabe. Ein Kegelschnitt ist zu construiren, von 
dem gegeben ist der Pol p der Geraden 5ß, die Involution 
conjugirter Pole auf $ß und ein Punkt a. 
Fig. 39. Man ziehe pa, welche Gerade 5ß in r schneiden möge. 

Ist dann t der zu r zugehörige Punkt der Involution auf ^ 
und a' der Punkt, welcher a von p, r auf der Geraden pta 




Fig. 39. 

harmonisch trennt, ist ferner aa ein zweites Paar der In- 
volution auf 5ß, und schneiden einander aa und a' a in 6; 
so wird der Kegelschnitt, welcher durch a^ a\b geht, in a 
und a' die Tangenten ta = A und ta' = A' hat, der ver- 
langte sein. Denn nach der Eingangs gemachten Bemerkung 
hat K auf $ß die Punkte t^ t und a, a' zu conjugirten Polen, 
also auch die gegebene Involution conjugirter Pole, und p ist 
der Pol von $ß, da a, a' durch p und $ß harmonisch getrennt 
sind, und t der Pol von aa' ist. Aus der 4. Folgerung zu 
Lebrs. 2 des § 6, Kap. III, Seite 61 ergibt sich, dass wenn 
nun aus a und a' die Involution conjugirter Pole auf $ß pro- 
jicirt wird, man alle Punkte des Kegelschnittes erhält So 
schneiden sich aa und aa in b\ einem Punkte von K. 
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Die obige Construktion ist ganz unabhängig davon, ob 
die Involutionen auf 5ß und in {p) hyperbolisch oder ellip- 
tisch sind. Sind sie hyperbolisch, so stellen sie ein Paar 
Punkte und ihre Tangenten des Kegelschnittes dar. Sind sie 
elliptisch, so wollen wir sagen: vom Kegelschnitte sind ge- 
geben ein Faar imaginärer Punkte und ihre (imaginären) Tan- 
genten, dann ist er noch durch einen (reellen) Punkt voll- 
ständig bestimmt. 

2. Anfgabe. Von einem Kegelschnitte sind gegeben die 
Involutionen conjugirter Pole auf zwei Geraden $ß und D, 
sowie ein Punkt a; derselbe ist zu construiren. Wir setzen 
voraus, dass wenigstens eine der Involutionen elliptisch ist, 
und dass a weder auf ^ noch auf D liege. 




Vig. 40. 



Man lege durch a irgend einen Kreis Ä und projicire Fig. 40. 
auf denselben die Involutionen von 5ß und D, so erhält man 
in Ä und q die Pole dieser auf Ä liegenden Involutionen. Ist 
nun r und t^ der zum Schnittpunkte t von 5ß und D ent- 
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sprechende Punkt in der Involution auf ^ resp. D, so ist 
rt^'Ba T offenbar die Polare von t für den zu construirenden 
Kegelschnitt. Schneidet tcq den Kreis ft in 1^ 2^ so stellen 
diese Punkte das beiden auf & liegenden Involutionen ge- 
meinschaftliche Paar dar^ das stets vorhanden ist, da eine 
der Involutionen elliptisch vorausgesetzt wird. Zieht man 
al und a2 j welche Tinx und y schneiden mögen, so schnei- 
den diese Geraden auf ^ ein Paar aa und auf D ein Paar 
ßß' der gegebenen Involutionen aus. Der Kegelschnitt K 
nun, welcher durch x, y, a geht und die Tangenten tx '^ X 
und ty e=a Y hat, ist der verlangte, denn er hat die gegebenen 
Involutionen conjugirter Pole auf ^ und D, da ^, r und a, a 
auf ^ und t, t^ und /}, /S' auf D je zwei Paare conjugirter Pole 
sind. Der Kegelschnitt ist also durch die gegebenen Be- 
stimmungsstQcke vollständig bestimmt. 

Würde a auf ^ oder jQ liegen, so wäre kein eigentlicher 
Kegelschnitt möglich, es würde dann das Geradenpaar ^, O 
den Kegelschnitt vorstellen. 

Wäre eine der Involutionen etwa auf D hyperbolisch, 
so wären ihre Deckpunkte zwei Punkte von K. Es vertritt 
also die Involution conjugirter Pole auf ^ oder D je ein 
Paar Punkte von JE*, die reell sind, wenn die Involution hy- 
perbolisch ist, und die wir als imaginäre bezeichnen, wenn 
die Involution elliptisch ist. 

Wären beide Involutionen hyperbolisch, so ist obige Con- 
struktion nicht immer in derselben Weise durchführbar, in- 
dem dann das Paar 1, 2 auf ^ nicht existiren muss. Man 
wird dann einfacher die Deckpunkte der beiden Involutionen 
bestimmen und hat fünf Punkte des Kegelschnittes gegeben. 
Man kann auch blos die Deckpunkte einer der Involutionen, 
etwa auf D, bestimmen und dann so verfahren, wie in der 
folgenden Aufgabe. 

3. Aufgabe. Von einem Kegelschnitte sind gegeben drei 

Punkte a^bfC und die Involution conjugirter Pole auf einer 

Geraden ^; derselbe ist zu construiren. 

Fig. 41. Mau kann so wie in der 2*^ Aufgabe verfahren, indem 

auf £l BB &c die Involution gegeben ist, ein&cher aber auch 



IV. § 1. KegelachnittsconsiruktioneD. 



71 



folgendermasscD. Man ziehe ac und a&, welche ^ in a und ß 
schneiden mögen. Sind dann a und /}' die zu a, ß zuge- 
hörigen Punkte der Involution auf 5ß, so mögen sich hß' und 
ca in dem Punkte a schneiden. Ist t der zum Schnittpunkte t 
von aa mit $ß conjugirte Pol, so wird der Kegelschnitt, 
welcher durch a, a\ b geht, die Tangenten ta,tä^ hat, auf 5ß 
die gegebene Involution conjugirter Pole besitzen und auch 
durch c gehen. 




Vig. 41. 

Ebenso liefert der Schnittpunkt c' der Geraden aa' und 
a'a einen Punkt des Kegelschnittes JET, und cc' schneidet aa' 
in dem Pol p von 5ß in Bezug auf K. 

Die Aufgabe verlangt die Gonstruktion des Kegelschnittes 
aus drei reellen und ein Paar reellen oder imaginären Punkten, 
und wir sehen, dass dieselbe vollständig bestimmt ist. 

Da die Gonstruktion des Kegelschnittes, im Falle die ge- 
gebenen Involutionen hyperbolisch sind, bereits auf andere 
Art im Kap. III, § 2 durchgeführt wurde, so haben die in 
diesem Paragraphen gegebenen Gonstruktionen besondere 
Wichtigkeit dann, wenn die Involutionen conjugirter Pole 
elliptisch sind. Dasselbe gilt von den sogleich durchzufüh- 
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renden Construktionen des Kegelschnittes, von dem Involu- 
tionen conjugirter Polaren gegeben sind. 

Anmerknng. Die Involution auf dem Kreise, deren 
Polare die unendlich ferne Gerade G^ der Ebene ist, hat den 
Mittelpunkt m desselben zum Pol, dieselbe wird daher aus 
irgend einem Punkte a des Kreises durch eine circulare In- 
volution projicirt und mithin liegen conjugirte Pole a^, a^ 
auf G^ in zu einander senkrechten Richtungen (Folgerung 1 
zu Lehrsatz 2 des § 6, Kap. III), d. h. alle Kreise der Ebene 
haben auf G'^ eine bestimmte Involution conjugirter Pole, welche 
durch die zu einander senkrechten Geraden der Ebene amf G^ 
ausgeschnitten wird. Diese Involution auf G^ möge die cir- 
culare heissen. Dieselbe wird aus jedem Punkte der Ebene 
durch eine circulare Strahleninvolution projicirt. 

Da alle Kreise daher auf G^ ein Paar imaginärer Punkte 
gemeinschaftlich haben, so ist jeder Kreis nach der 3*®** Auf- 
gabe durch drei weitere Punkte bestimmt. 

Aufgabe. Ein Kreis ist zu construiren, von dem ge- 
geben sind ein Paar imaginärer Punkte auf $ß und ein reeller 
Punkt a. Die Lösung gibt die Construktion der Aufgabe 2, 
man hat nur an Stelle D die G^ zu setzen und zu beachten, 
dass ty Ti sowie /S, j(3' zu einander senkrechte Richtungen sind. 

4. Aufgabe. Von einem Kegelschnitte sind gegeben der 
Pol !p und seine Polare 5ß, die Involution conjugirter Polaren 
in p (also auch die Polinvolution auf ^) und eine Tangente A-^ 
derselbe ist zu construiren. 
Fig. 42. Es möge die Tangente A von 5ß in ^ geschnitten werden 

und dem Strahle pt sei der Strahl ptr in der Polareninvolu- 
tion in (p) conjugirt. Sucht man nun den Strahl A' von (t), wel- 
cher A harmonisch trennt von $ß und ^p, so mögen die Schnitt- 
punkte von pr mit A und A* durch a, a' bezeichnet sein. 
Es sei femer pb, pb' ein Paar conjugirter Polaren von (p), 
welche J., A' in b, V schneiden. Zieht man nun \>V => B, so 
wird der Kegelschnitt JST, welcher durch a, a' geht und 
A, A'j B zu Tangenten hat, der verlangte sein, denn er be- 
sitzt in p die gegebene Involution conjugirter Polaren und 
hat 5ß zum Pol von p. (Lehrsatz 1.) 
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Ein Kegelschnitt ist also durch eine relle Tangente und 
ein Paar imaginärer Tangenten, nebst ihren Berührungs- 
punkten vollständig bestimmt. 




Fig. 42. 



5. Anfgabe« Von einem Kegelschnitte sind gegeben die 
Involutionen conjngirter Polaren in zwei Punkten p und q 
und eine Tangente A] derselbe ist zu construiren. Wir setzen 
wenigstens eine der Involutionen elliptisch voraus. 




Mg. 48. 



Dem Strahle p q = T entspricht in den Involutionen der Fig. 4». 
Strahl p t resp. q t , dann ist t der Pol von T von dem zu con- 
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struirenden Kegelschnitte. Die Tangente A schneidet die In- 
volutionen von (p) und (q) in je einer Punktinvolution und 
es möge a, o! das beiden gemeinschaftliche Paar sein (con- 
struirt mittels des Kreises Ä wie in der 2**^ Aufgabe). Die 
Strahlen ^a = X und ^a' = iF mögen T \xl x und y schnei- 
den. Der Kegelschnitt, welcher X, F, A berührt und durch 
rr, y geht; ist der verlangte^ denn er hat in p und q die ge- 
gebenen Involutionen conjugirter Polaren. (Lehrsatz 1.) 

Ein Kegelschnitt ist daher durch eine reelle und zwei 
Paar imaginäre Tangenten vollständig bestimmt. 

6. Aufgabe. Ein Kegelschnitt ist zu construiren^ von 
dem gegeben sind die Involution conjugirter Polaren in p 
und drei reelle Tangenten Aj B, C. 




Fig. 44. 

Fig. 44. Die Aufgabe kann genau so wie die 5*® gelöst werden, 

denn im Schnittpunkte q von B, G ist die Involution conju- 
girter Polaren durch ihre Deckstrahlen B, C gegeben. Man 
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kann aber auch folgendermassen verfahren. Es möge A von 
B und (7 in 6, C geschnitten werden, und die zu pb, pc con- 
jugirten Polaren von p sollen B und (7 in b' und c' schneiden. 
Die Gerade b'c' === Ä' schneide -4 in ^ und T sei die zu pt 
conjugirte Polare, also die Polare von t] sie schneidet Ä, A' 
in den Berührungspunkten a, a' des Kegelschnittes. Denn 
der Kegelschnitt, welcher J., A\ B zu Tangenten und a, a' 
zu Berührungspunkten hat, berührt auch C und hat in p die 
gegebene Involution conjugirter Polaren. 

Die in der Aufgabe gegebenen Stücke bestimmen daher 
einen Kegelschnitt vollständig. 

7. Anfgabe. Von einem Kegelschnitt sind gegeben zwei 
Paar Pol und Polare p, $ß und q, D, sowie ein Punkt a; 
derselbe ist zu construiren. 

Ist t der Schnittpunkt von $, D, so ist pq «= T seine 
Polare für den zu construirenden Kegelschnitt. Sind p\ q' 
die Schnittpunkte von $ß, D mit T, so ist durch die Paare 
pp', C(q' auch die Involution conjugirter Pole auf T bestimmt, 
der Kegelschnitt also nach der 1. Aufgabe construirbar. 

Der Kegelschnitt ist immer bestimmt, wenn nur ^ nicht 
durch q geht, also D auch p enthält. 

Statt des Punktes a konnte auch eine Tangente A des 
Kegelschnittes gegeben sein. 

§ 2. Die adjtingirte lavointion. 

TVir haben in § 6 des Kap. III die Deckpunkte der auf 
einer beliebigen Geraden $ß der Ebene eines Kegelschnittes K 
auftretenden Involution conjugirter Pole als Punkte des Kegel- 
schnittes erkannt und im § 1 dieses Kapitels auch die Con- 
struktion des Kegelschnittes durchgeführt, wenn diese In- 
volution gegeben war. Hat man also die Schnittpunkte einer 
Geraden $ mit dem Kegelschnitte K zu bestimmen, so können 
wir die Aufgabe als gelost betrachten, wenn auf ^ die In- 
volution conjugirter Pole bekannt ist. Sind ihre Deckpunkte 
reell, so sind sie die zwei Schnittpunkte von K mit 5ß; ist 
die Involution elliptisch, so stellt sie zwei imaginäre Punkte 
von K vor. 
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1. Aufgabe. Ein Eegelschnitt K ist als das Erzeugnis 
zweier projektivischer Büschel (a), (a') gegeben; man be- 
stimme seine Schnittpunkte mit einer willkürlichen Geraden 6r, 
d. h. man gebe auf G die Involution conjugirter Pole von 
K an. 
Fig. 46. Die Büschel (a), (a') schneiden auf G zwei conlocale 

projektivische gerade Gebilde aus. Homologe Punkte mögen 
mit demselben Buchstaben bezeichnet und das von (a') her- 
rührende mit einem Strich versehen werden. Dem Punkte 
X =i y' von G sollen die Punkte x' und y entsprechen und 
j sei der Punkt, welcher x =^y' von x' und y harmonisch 




Fig. 46. 

trennt. Dann beschreiben a;j die Polinvolution auf ö, wenn 
X = y die Gerade G durchläuft. Denn die Schnittpunkte c 
und d von ax, a'x' resp. ay, a'y' sind Punkte von K] 
schneiden sich daher ad^ de in q und aa\ cd in r, so ist qr 
Polare von x = y' für K. Da nun [xdaa'] ein harmonisches 
Quadrupel ist (a der Schnittpunkt von qr mit a'x), so ist 
auch [xyix'l ein solches, als Projektion des ersteren aus q. 

Mithin sind x, j: conjugirte Pole von K. Die Involution 
ist durch ein zweites Paar bestimmt. Die Construktion selbst 
lässt sich mit dem Lineal allein durchführeu. 

Hat man zu n = t' noch den Punkt } bestimmt, so er- 
gibt auch, wenn man j auf dieselbe Art wie j: mit Hilfe der 
Polaren des Punktes z = t' construirt, der Schnittpunkt dieser 
Polaren den Pol g von G für K, und gis, gi sowie gXy gl 
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bestimmen als zwei Paare die Involution conjugirter Polaren 
in ig). 

2, Anfgabe. Von einem Kegelschnitte sind gegeben: 

a) fünf Punkte, b) vier Punkte und die Tangente in 
einem derselben, c) drei Punkte und die Tangenten in zweien 
derselben, d) ein Paar imaginärer Punkte und ihre Tangenten 
sowie ein reeller Punkt, e) zwei Paar imaginärer Punkte und ein 
reeller Punkt, f) ein Paar imaginärer und drei reelle Punkte; 
man soll bei jeder der Angaben die Schnittpunkte des Kegel- 
schnittes mit einer beliebigen Geraden der Ebene bestimmen. 

Die Aufgaben a), b), c) löst man einfach nach dem Vor- 
gange der Aufgabe 1. Die c), d), e) können darauf nach 
Kap. III, § 8 zurückgeführt werden, indem man den Kegel- 
schnitt durch die reellen Bestimmungsstücke gegeben denkt, 
welche daselbst aus den imaginären construirt wurden. 

Die in den vorstehenden Aufgaben durchgeführten Con- 
struktionen ergeben ohne Weiteres den folgenden 

Lehrsatz !• Hat man ^wei conlocale prqjeMivische Ge- 
bilde und bestimmt man zu jedem Element x = y' des Trägers 
dasjenige j, welches ihm in Bezug auf die homologen Elemente 
x' und y harmonisch zugeordnet ist, so beschreibt Xj j eme In- 
volution, während o? = j/' alle Elemente des Trägers durchläuft 
Die so entstehende Involution soll zu den prqjektivischen Ge- 
bilden adjungirt heissen. 

Liegen die beiden projektivischen Gebilde auf einer Ge- 
raden und werden sie, jedes aus einem Punkte der Ebene, 
projicirt, so erzeugen die Büschel einen Kegelschnitt JE", und 
aus der Lösung der Aufgabe 1 ergibt sich, dass dann x, J auf 
der Geraden die Polinvolution von K beschreiben. 

Durch Projektionen und Schnitte können aber conlocale 
projektivische Gebilde stets auf eine Gerade gebracht werden, 
also gilt der Lehrsatz für beliebige Gebilde, 

Lehrsatz 2. Liegen zwei krumme prcjektiviscJie Gebilde 
auf einem Kegelschnitte K, so ist ihre Vervollständigungsaxe T 
Polare der ihnen adjungirten Involution. 

Ist T die Vervollständigungsaxe der auf JSTliegenden pro- Fig. 46. 
jektivischen Gebilde und a, a' ein Paar homologer Punkte, so 
wird die Projektion eines jeden Punktes von T aus a' und a 
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auf K ein Paar homologer Punkte sein (Kap. III, § 4). Ist 
)) der Schnittpunkt von T mit der Tangente des Punktes 
üj so wird a'p den K in dem Punkte h schneiden^ dessen 
homologer 6' in a liegt. Die Polare 5ß von p geht durch 
a «= 6' und schneidet K noch in dem Punkte 0, der a = ft' 




von a\ b harmonisch trennt [da a, a Deckpunkte der Involu- 
tion sind, deren Paar a'h ist], so dass also aa ein Paar der 
adjungirten Involution ist. Wird für den Punkt c = d' von 
K, dessen Tangente in q die T schneidet, und dessen homo- 
loge c', d also auf einer Geraden durch q liegen, der Punkt c 
construirt, der auf der Polare D von q liegt, so ist die ad- 
jungirte Involution durch a, a und c, C als zwei ihrer Paare 
bestimmt. Ihr Pol t ist als Schnittpunkt der Polaren $ß 
und D von p und q auch Pol von T = pC{ in Bezug auf K, 
also ist T die Polare dieser Involution. 

Schneidet die VervoUständigungsaxe T den Kegelschnitt 
in den zwei Punkten jr, ä, so sind diese Deckpunkte der 
projektivischen Gebilde auf K, aber auch gleichzeitig der 
adjungirten Involution. Schneidet die Axe T den Kegel- 
schnitt nicht, so haben die projektivischen Gebilde auf JE" keine 
Deckpunkte, die adjungirte Involution wird dann elliptisch. 
Da wir aber als Deckpunkte der elliptischen Involution das 
Paar imaginärer Punkte von K definirten, in welchen ihre 
Polare den K schneidet, so werden wir folgerichtig sagen, 
die conlocälen projektivischen Gebilde auf K haben dieselben Deck- 
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elemente vne die ihnen adjungirte Involution. Die Deckelemente 
sind also reell^ wenn die adjnngirte Involution hyperbolisch, 
und imaginäTy wenn dieselbe elliptisch ist. 

Dies findet natürlich auch statt, wenn der Träger der 
conlocalen Gebilde eine Gerade oder ein Strahlenbüschel ist. 

Ist in speciellem Falle die adjungirte Involution para- 
bolisch, so ist ihre Polare Tangente von K und die projek- 
tivischen conlocalen Gebilde auf K haben zwei in dem Be- 
rührungspunkte der Tangente zusammenfallende Deckpunkte, 
welche auch für die parabolische Involution coincidirende 
Deckpunkte sind. 

2. Aufgabe. Von zwei conlocalen projektivischen Ge- 
bilden sind ein Paar homologer Elemente und die ihnen 
adjungirte Involution gegeben; man soll zu einem beliebigen 
Elemente sein homologes construiren. 

Denkt man sich die Involu- ^^ — ^ ^^' *^- 

tion und die homologen Elemente 
auf einen Kegelschnitt, etwa einen 
.Kreis, projicirt, und ist T die Po- 
lare der Involution, sowie a, a' 
das gegebene Paar homologer 
Punkte, so zeigt die Fig. 47 die 
. Construktion des Punktes x\ wel- 
cher X homolog ist. 

3. Aufgabe. Von einem Kegelschnitte sind gegeben: 
a) fünf Tangenten, b) vier Tangenten und der Be- 
rührungspunkt auf einer derselben, c) drei Tangenten und die 
Berührungspunkte auf zweien derselben, d) ein Paar imagi- 
närer Tangenten und ihre Berührungspunkte sowie eine reelle 
Tangente, e) zwei Paar imaginärer Tangenten und eine reelle, 
f) ein Paar imaginärer Tangenten und drei reelle; man be- 
stimme die Involution conjugirter Polaren von K für einen 
beliebigen Punkt der Ebene. 

Nach Kap. III, § 3, Lehrsatz 2 hat man nur die adjungirte 
Involution der conlocalen projektivischen Büschel zu con- 
struiren, welche die projektivischen Punktreihen auf den zwei 
Tangenten A, B von K projiciren. Übrigens zeigt die Con- 
struktion der adjungirten Involution dieser projektivischen 
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conlocalen Strahlenbüschel direct, dass ihre Paare conjugirte 
Polaren von K sind. 

Definition. Hat man zwei conlocale Involutionen und 
sucht zu jedem Elemente des Trägers die zwei Elemente, 
welche ihm in der einen und anderen Involution entsprechen, 
so beschreiben die letzteren zwei projektivische Gebilde und 
die diesen adjnngirte Involution soll auch zu den beiden ge- 
gebenen Involutionen adjungirt heissen. 

Lehrsatz 3. Hat man zwei Involutionen auf demselben 

Kegelschnitte gegeben, deren Pole p und p sind, so hat die ihnen 

adjungirte Involution die Gerade pp zur Polare. 

Fig. 48. Denn sei x ein Punkt von K, und )fx möge JE" in a 

schneiden, dann ist der Schnittpunkt von pa mit K der 




Punkt x\ welcher x in den oben construirten projektivischen 
Gebilden entspricht. Schneidet analog py in 6, so bestimmt 
pb den Punkt y', welcher y zugeordnet ist. Es sind also 
X, X und y, y zwei Paar homologer Punkte der oben de- 
finirten projektivischen Punktreihen und wir haben nur zu 
zeigen, dass xy sich mit x'y auf p'^ schneiden, denn dann 
ist jpp die Polare der den projektivischen Gebilden adjun- 
girten Involution (Lehrs. 1). Dass der Schnittpunkt t von 
xy' mit xy aber auf jpp liegt, folgt daraus, dass das Sechseck 
xax'yby' dem Kegelschnitte K eingeschrieben, also ein Pas- 
cal'sches Sechseck ist (Zusatz zu § 4 Kap. III, Seite 52). 

Folgerung 1. Ist eine der gegebenen Involutionen 
elliptisch, so ist die ihnen adjungirte Involution stets hyper- 
bolisch. Sind beide Involutionen hyperbolisch und g, h\ g, \^ 
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ihre Deckelemente, so sind gh und g 1^ je ein Paar der ad- 
jungirten Involution. Ist eine der Involutionen parabolisch, 
so ist ihr Deckelement d auch Deckelement der adjungirten 
Involution, das andere Deckelement d' der letzteren ist das- 
jenige, welches d in der zweiten gegebenen Involution ent- 
spricht. Sind beide Involutionen parabolisch, rf, b ihre Deck- 
elemente, so sind rf, b die Deckelemente der adjungirten In- 
volution. 

2« Ist die adjungirte Involution elliptisch, so sind die 
gegebenen Involutionen hyperbolisch und ihre Deckelemente 
g, h und g, f) trennen einander. 

8. Ist die adjungirte Involution hyperbolisch, so sind 
ihre Deckelemente ein Paar, welches beiden Involutionen 
angehört (Kap. III, § 7, Folgerung 5 zu Lehrsatz 2). 

4. Ist die adjungirte Involution parabolisch, so haben 
beide gegebenen Involutionen ein Deck dement gemeinschaft- 
lich, welches auch Deckelement der adjungirten Involution ist. 
Es haben also beide gegebenen Involutionen reelle Deckelemente. 

§ 3. Die imaginären Elemente. 

Wir haben in Kap. III, § 6, S. 61 die Deckpunkte einer ellip- 
tischen Involution auf dem Kegelschnitte als ein Paar imaginärer 
Punkte des Kegelschnittes definirt, in welchen er die Polare 
der Involution schneidet, so dass wir diese auch gleichzeitig als 
Punkte der Polare betrachteten, wobei sie dann als Deck- 
punkte der Involution conjugirter Pole aufgefasst wurden. 

Wir sehen nun vom Kegelschnitte ab und definiren: 

Die Deckelemente einer Involution sind zwei Elemente des 
Trägers, dieselben sind reell, wenn die Involution hyperbolisch, 
und imaginär, wenn sie elliptisch ist, Ist die Involution para- 
bolisch, so fallen sie in ein Element zusammen. 

Also haben auch zwei conlocale projektivische Gebilde 
stets zwei Deckelemente, die Elemente ihres Trägers sind. 
Dieselben sind reell, imaginär, oder fallen zusammen, je 
nachdem die adjungirte Involution hyperbolisch, elliptisch oder 
parabolisch ist. 

Durch diese Definition treten zu den reellen Elementen 
der Gebilde noch doppelt unendlich viele imaginäre Elementen- 

BoBXK, proj. Geometrie. 6 
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paare hinzu. Denn sind a^ b irgend zwei feste Elemente des 
Gebildes und wählt man a', fe' willkürlich, so sagt die obige 
Definition aus, dass die Deckelemente aller der Involutionen, 
die durch 6, 6' und a, a' als Paare derselben bestimmt werden, 
Elemente des Trägers sind. Diese werden stets imaginär, 
wenn fe, 6' die Elemente a, a' trennen (Kap. I, § 3, Seite 18). 
Da sowol a' als b' unter der einfach unendlichen Mannig- 
faltigkeit reeller Elemente des Trägers gewählt werden können, 
so erhält man doppelt unendlich viele Involutionen, deren 
Deckelemente dem Träger angehören. 

Wir sagen ein imaginäres Punktepaar ist Schnitt oder 
Projektion eines anderen, wenn die elliptischen Involutionen, 
welche das Punktepaar bestimmen. Schnitte oder Projektionen 
von einander sind. Für ein reelles Punktepaar ist diese 
Definition ebenfalls zulässig. 

Um das in der elliptischen Involution auftretende ima- 
ginäre Paar Deckelemente von einander zu trennen^ also die 
imaginären Elemente auch einzeln zu individualisiren, hat 
V. Stand t den Sinn eingeführt, in welchem ein Element 
seinen Träger beschreibt. Wir haben in Kap. I, § 3, Seite 17 
gesehen, dass wenn das Element a seinen Träger in einem 
bestimmten Sinne beschreibt, das conjugirte Element a' in 
der elliptischen Involution diesen in demselben Sinne be- 
schreiben muss. Ordnet man also dem einen Sinne im Träger 
das eine imaginäre Element zu, so wird naturgemäss dem 
entgegengesetzten Sinne das andere imaginäre Element zu- 
geordnet erscheinen. 

Die in dieser Weise individualisirten Punkte werden auch 
eonjungirt imaginär genannt. 

Sind z. B. aa', bV zwei Paare einer elliptischen Invo- 
lution, so wird a, a' von 6, b' getrennt und es ist dem 
Sinne ab a'V das eine imaginäre Deckelement und dem Sinne 
ab'a'b das andere ihm conjungirte zugeordnet. 

Durch Projektion oder Schnitt geht dann auch ein be- 
stimmtes imaginäres Element in ein bestimmtes über. 

1. Aufgabe. Man hat zwei imaginäre Punktepaare, die 
wir mit g, h und g', h' bezeichnen wollen, auf den Geraden 
A und A' gegeben durch die Involutionen [A] und { J.'}; man 



IV. § 3. Die imaginären Elemente. 83 

soll die vier noch fehlenden Geraden bestimmen, die die- 
selben paarweise mit einander verbinden. Diese müssen natür- 
lich imaginär sein, da ein imaginärer Punkt nur auf einer 
reellen Geraden liegen kann. 

Man suche zu dem Schnittpunkte a = a' beider Geraden Mg. 49, 
Aj A' den Punkt a resp. a', der ihm in den Involutionen [A] 




resp. {A'] entspricht. Es sei ferner 6 b das Paar der In- 
volution [A^]y welches a, a harmonisch trennt, und ebenso 
VV das Paar von [A], welches a', a' harmonisch trennt 
(Kap. III, § 7, Folgerung 6 zu Lehrsatz 2, Seite 65). 
Da nun sowol 

[afeab] A [a'6'a'b'J 
als auch 

[abaft] A K&'a'b'] 

ist, so liegen die geraden Gebilde a, 6, a, b und a', 6', a', b' 
perspektivisch d. h. 66', aa', bb' schneiden sich in einem 
Punkte s, und ebenso auch die geraden Gebilde a, b, a, 6 und 
a', 6', a\ V d. h. b6', aa'j 6b' schneiden einander in einem 
Punkte t 

Projicirt man nun die Involution [A] aus s oder t auf 
A'j so erhält man offenbar auf A' die gegebene Involution { -4.' } ^ 
da sie durch die Paare a' a' und 6' b' bestimmt ist. Also 
projiciren sich die Punkte g, h von A aus s und t in die 
Punkte g'y h\ oder die zwei Paar Deckstrahlen der elliptischen 
Involutionen [s] und [t] , welche beide Involutionen [A] 
und [A'} gleichzeitig aus s resp. t projiciren, sind die vier 
gesuchten Geraden. 

6* 
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Sind die Punkte g, h, g\ W individualisirt, so ist es 
auch einfach die Geraden zu individualisiren^ welche sie ver- 
binden. Ist z. B. g dem Sinne {ahah) und g' dem Sinne 
(a'6'a'6') zugeordnet, so wird die Gerade, welche g mit g' 
verbindet, durch t gehen und dem Sinne ^(a6a6), welcher 
derselbe ist, wie ^(a'b'a'6'), zugeordnet sein. 

2. Aufgabe. Zwei Paar imaginäre Strahlen sind ge- 
geben durch die Strahleninvolutionen [s] und {^}; es sollen 
ihre noch fehlenden vier Schnittpunkte bestimmt werden d. h. 
die zwei reellen Geraden, welche sie paarweise enthalten, 
construirt werden. 

Die Construktion zeigt Fig. 49, wenn man die Involu- 
tion [s] durch die Strahlen st^ sa und die sie harmonisch tren- 
nenden sb und sb, und die Involution {t} durch ta, ta und 
tb, th bestimmt denkt. Denn dann schneiden sich die harmo- 
nischen Strahlenpaare auf zweien durch a gehenden Geraden 
Ä^ A\ welche die Involution {s} und [t] in je derselben 
Punktinvolution schneiden. 

Anmerkung. Sind die Involutionen {Ä} und [Ä'] 
Involutionen conjugirter Pole in Bezug auf irgend einen Kegel- 
schnitt K, der also durch die imaginären Punktepaare g, h 
und g\ Ä' geht, so ist st Polare Ton a in Bezug auf K und 
nach dem Lehrsatze 3, § 7, Kap. III, Seite 65 sind s, t conju- 
girte Pole von K^ da 6, 6 und b\ V es sind. 

Das Dreieck ast ist also ein Poldreieck von K. 

Beachtet man, dass [sat a'] ein harmonisches Quadrupel 
ist, so ergiebt sich folgender Satz: 

Ist üy s, t ein Tripel conjugirter Pole eines Kegelschnittes K, 
legt man durch a eine willkürliche Gerade A und projicirt die 
auf A auftretende Involution conjugirter Pole aus s und t, so 
schneiden sich die StraUenpaare in Punkten einer Geraden A\ 
die durch a geht und A von at, as harmonisch trennt. Die 
Schnittpunkte der Strahlenpaare auf A' bilden die Involution 
conjugirter Pole von K auf dieser Geraden. 

Es werden die Schnittpunkte von A mit K aus s und t 
in die Schnittpunkte von J.' mit K projicirt. Für reelle Schnitt- 
punkte wurde der Satz in Kap. III, § 7, Seite 61 ausgesprochen. 
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3. Aufgabe. Es ist eine Gerade A und ein Kegelschnitt 
K. gegeben; man soll aus einem beliebigen Punkte s der 
Ebene die Schnittpunkte von A mit K auf K projiciren und 
die Gerade A' angeben, welche diese Punkte enthält. 

Wir construiren die Gerade A' ohne Rücksicht darauf, Fig. 50. 
ob die Schnittpunkte von A mit K reell oder imaginär sind, 
nach obigem Satze. Ist S die Polare von s für Z, welche 
A in a schneidet, so geht die Polare von a in Bezug auf K 
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durch 5, schneidet S in t, so dass a, s, t ein Tripel conju- 
girter Punkte ist. Trennt nun A' die Gerade A von at und 
as harmonisch, so ist A' die verlangte Gerade. 

Ist s der Pol von J., so fällt J.' auf A. Liegt s auf K, 
so wird A' die Tangente, von K in s. 

4. Aufgabe. Es sind zwei conjungirt imaginäre Punkte 
auf der reellen Geraden A gegeben; dieselben sollen aus dem 
Punkte a von K auf 'diesen projicirt werden d. h. die Ge- 
rade B soll bestimmt werden, welche K in diesen Punkten 
schneidet. 
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B ist offenbar Polare der Involution auf K, welche die 
Strahlenpaare von {a}, die die Involution {Ä} projiciren, 
ausschneiden. 

Lehrsatz 1. Durch die von uns aufgestellte prqjektivische 

Beziehung der Gebilde wird jedem 1 . ... 1 Elemente des 
^ '' itmagtnaren) 

{reelles I 
. .. \ Element des anderen Gebildes 
imaginäres) 

entsprechen. Sind zwei Elemente des ersten Gebildes conjungirt 

imaginär, so sind die ihnen entsprechenden im anderen Gebilde 

ebenfalls conjungirt imaginär. 

Der erste Theil des Satzes ist daraus evident^ dass jedes 
Element aus seinem entsprechenden durch Projiciren und 
Schneiden hervorgeht, welche Operationen nur reelle Elemente 
liefern, sobald eines in der Reihe reell ist. 

Um den zweiten Theil zu beweisen, denken wir uns 
zwei projektivische Punktreihen K, K' auf demselben Kegel- 
schnitte, deren VervoUständigungsaxe T sei und in denen 
a, a' ein Paar reeller einander entsprechender Punkte sind. 
Sei nun A eine willkürliche Gerade der Ebene, welche K in 
zwei conjungirt imaginären Punkten schneidet. Projicirt man 
diese aus a' auf T und die so erhaltenen conjungirt imaginären 
Punkte von T auf K' aus dem Punkte a, so erhält man 
eine Gerade B\ welche offenbar die Punkte aus K' aus- 
schneidet, welche den beiden Punkten, die A ausschneidet, in 
der projektivischen Beziehung entsprechen, wenn man die auf 
A gelegenen Punkte zu K rechnet. Projicirt man aber die 
Punkte, in denen A schneidet, aus a auf T und diese aus a 
auf Kj so erhält man die ihnen entsprechenden Punkte, wenn 
sie zu ^ gerechnet werden, auf einer zweiten Geraden B. 
Zu Folge der 4*®^ Aufgabe schneiden sowol JS als J5' den 
Kegelschnitt je in zwei conjungirt .imaginären Punkten. 

Man könnte auch eine Projektivität aufstellen, in welcher 
die im Lehrsatze ausgedrückten Eigenschaften nicht auftreten 
und die nicht wesentlich von der von uns betrachteten ver- 
schieden ist, doch ist dieses für unsere Zwecke nicht er- 
forderlich. 
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Folgerung. In zwei coUinearen ebenen Systemen ent- 

{reellen 1 
. .. } Gebilden des einen Systems 
imaginären j ^ 

{. .. I Gebilde des anderen Systems. Sind zwei Ge- 
imaginare J 

bilde des einen Systems conjuugirt imaginär, so sind auch 

die ihnen entsprechenden Gebilde conjungirt imaginär. 

Anmerkung. In der elliptischen Involution gibt es kein 

Paar, dessen Elemeinte conjungirt imaginär wären, in der 

hyperbolischen gibt es unendlich viele Paare, deren Elemente 

conjungirt imaginär sind. Denkt man sich die Involution 

auf einem Kegelschnitte, so liegt für die elliptische der Pol 

innerhalb, also schneidet jede reelle Gerade durch ihn ein 

reelles Paar der Involution aus. Für die hyperbolische liegt 

aber der Pol jp ausserhalb des Kegelschnittes K und jede 

durch p gehende Gerade, deren Pol innerhalb JE" liegt, schneidet 

K in zwei conjungirt imaginären Punkten, die ein Paar der 

Involution sind. Denn ist A eine durch p gehende Gerade, 

welche K in einem Paare imaginärer Punkte schneidet und 

ist a a' ein reelles Paar der Involution, so zeigt die Losung 

der 2*®^ Aufgabe, dass die Strahleninvolutionen, welche aus a 

und a\ die imaginären Schnittpunkte von A projiciren, die 

Polare P von p in derselben Involution schneiden, dass also 

die auf A liegenden Punkte ein Paar der Involution auf K 

sind (4. Folgerung zu Lehrsatz 2, § 6, Kap, III, Seite 61). 

§ 4. Das Folarsystem. 

Ist ein Kegelschnitt K gegeben, so entspricht jeder Ge- 
deren $ der Ebene ein Punkt p als Pol und umgekehrt. 
Die Gesammtheit der einander so zugeordneten Punkte und 
Geraden der Ebene nennt man ein Folarsystem, 

Die Punkte, welche auf den ihnen zugeordneten Geraden 
liegen, sind die Punkte von JST, und die Geraden, welche durch 
die ihnen zugehörigen Punkte gehen, hüllen K ein. In dieser 
Auffassung heisst K der OrdnungsJcegelschniU des Polarsystems. 

Die wesentliche Eigenschaft des Polarsystems ist in 
folgendem Satze enthalten: 

Jedem Punkte x der Ebene entspricht eine Gerade X und 
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jeder Geraden Y ein Punkt y. Beschreibt X den Strahlen- 
hüschel (y), so beschreibt x ein zum Strahlenbüschel (y) projeJc- 
tivisches gerades Gä)ilde auf X, welches m dem Schnitte von (y) 
mit X involutorische Lage hat, 

Lehrsatz 1. Das Folarsystem ist bestimmt, wenn zwei 
conjugirte Polaren $, D von K bekannt sind und die Involu- 
tionen { $ } , { Q } conjugirter Pole auf denselben bestimmt sind. 
D. h. man kann dann zu jeder Geraden X den Pol x für K 
bestimmen, ohne Punkte des Kegelschnittes K selbst zu be- 
nützen. 
Fig. 51. Denn ist r der Schnittpunkt der conjugirten Polaren 5ß, D 

und q resp. p seine conjugirten auf diesen, so ist p q r offen- 
bar ein Tripel conjugirter Punkte. 

Schneidet nun die Gerade X die 5ß resp. D in Z und m 
und sind A und [i die ihnen conjugirten Pole in {5ßj resp. 
{D}, so ist pA Polare von l und qft Polare von m in Bezug 
auf Kj also ist der Schnittpunkt x dieser Geraden der Pol 
von X für K. Es ist klar, wie man, wenn x gegeben ist, 
die Polare X findet. Diese Construktionen sind mit Rück- 
sicht auf den D es argu ersehen Satz Kap. I, Lehrsatz 3, § 3, 
Seite 16 mit dem Lineal allein durchführbar. 

Da nun xx Polare des Punktes n wird, in dem X die 




Fig. 51. 



Gerade 9fi=|)q schneidet, so ist der Schnittpunkt v von xx mit 9? 
zum Punkte w, conjugirt, und mithin ist die Involution con- 
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jugirter Pole {91} durch die zwei Paare qp und nv auch 
hestimmt. 

Die drei Involutionen {$}, {D}, {?ft} haben die spe- 
cielle Lage, dass drei Punkten l, m, n, die auf einer Geraden 
liegen^ drei Punkte X, [ij v conjugirt sind; so dass pA^ C{yL, xv 
durch einen Punkt gehen. 

Wir wollen drei Involutionen in solcher Lage als in 
polarer Lage befindlich bezeichnen, und dieses auch von den 
drei Strahleninvolutionen {p}, {q}, {r} inp, q,t sagen, die 
die Punktinvolutionen der gegenüberliegenden Seiten projiciren. 

Was nun die Involution conjugirter Pole von K auf X 
anbelangt; so ist dieselbe durch die obige Construktion auch 
ohne Weiteres gegeben. Schneidet nämlich px in V und qx 
in m\ so bestimmen IV und mm' als zwei ihrer Paare die- 
selbe vollständig. 

Da pqr ein Poldreieck von K ist, so müssen die In- 
volutionen auf zweien der drei Geraden 5ß, Q, SR hyperbolisch 
und auf einer elliptisch sein (Kap. III, § 7, Lehrsatz 2). In der 
Figur sind {5ß} und {?ft} hyperbolisch und {D} elliptisch. Sind 
g, h die Deckpunkte von {5ß} und i, Je die von {SR}, so sind 
dieses vier Punkte von K, und \>g, pÄ, ti, xk sind Tangenten 
von K. 

Nun war die Construktion von Pol und Polare, sobald 
die Involutionen auf $ und D bekannt waren, ganz unabhängig 
davon, ob eine der Involutionen hyperbolisch war; wir be- 
halten daher die Construktion und die Benennungen bei, auch 
dann, wenn beide Involutionen auf 5ß und D elliptisch sind. 
Es kann dann offenbar kein Kegelschnitt existiren, für den 
?P und El conjugirte Polaren und die Paare der Involutionen 
auf 5ß und D conjugirte Pole wären. Wir wollen aber zeigen, 
da^s trotzdem die Eingangs ausgesprochenen Fundamental- 
eigenschaften des Polarsystems bestehen bleiben. 

Seien die Involutionen { 5ß } , { D } auf 5ß und D ge- Fig- 02. 
geben und ^), q die Punkte, welche dem Schnittpunkte r beider 
Geraden zugeordnet sind; wir construiren zu der Geraden X 
den Pol X als Schnittpunkt von q^i und pA, wenn ft und X 
die entsprechenden Punkte zu den Schnittpunkten m und l 
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von X mit D und 5ß sind. Hiernach entspricht jeder Ge- 
raden X ein Pol x und jedem Punkte y eine Polare Y. Den 
Geraden durch p entsprechen Punkte auf $, welche mit den 
Schnittpunkten der ersteren die Involution { $ } bilden. Analog 
für q und D. Der Geraden ?ft = pq entspricht der Punkt r. 
Beschreibt X den Strahlenbüschel (y), so beschreibt x 
ein zum Strahlenbüschel projektivisches gerades Gebilde auf 
der Polare Y von y. Denn hierbei beschreiben l, m auf ^ 




Fig. 58. 



und D projektivische Punktreihen, also sind die Büschel p(A) 
und q(ft) projektivisch. Sie liegen perspektivisch, da für 
den Strahl yx die Punkte l und m in t liegen, und daher A 
nach q und (i nach p fällt, also pq ein sich selbst ent- 
sprechender Strahl ist. 

Da dem Strahle yp der Punkt a von $ entspricht, welcher 
dem Schnittpunkte cc von yp mit ^ conjugirt ist, und ebenso 
dem Strahle yq, der D. in ß schneidet, der Punkt h ent- 
spricht, so geht Y durch a und h und ist die Polare von y. 

Bezeichnet man den Schnittpunkt von X und Y mit a?', 
so beschreiben x und rc' auf X zwei projektivische Punkt- 
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reihen, die aber involutorisch liegen, da a und a'y der Schnitt- 
punkt von yp mit X, einander involutorisch entsprechen. 

Wir behalten für x^ x die Bezeichnung conjugirte Pole 
auf Y bei, und sehen so, dass auf jeder Geraden F der Ebene 
eine Involution conjugirter Pole auftritt, die aus dem Pole y 
durch die Involution conjugirter Polaren projicirt wird. Mit 
dem Früheren zusammengehalten folgt also, dass )f der Pol 
von 5ß und q der Pol von D ist, und dass den Strahlen 
durch X die Punkte von 81 als Pole zugehören. Schneidet 91 
die F in c und yr in y, so ist c der Pol von ry, also c y ein 
Paar der Involution conjugirter Pole auf 81; q p ist ein 
zweites Paar. 

Die drei Involutionen auf 5ß, Q, 81 sind offenbar in p>- 
larer Lage und p q r ist ein Poldreieck, in dem jede Seite Polare 
der gegenüberliegenden Ecke ist. 

Sei nun xyz ein construirtes Poldreieck, so dass also 
X der Pol von X = y^, y der Pol von Y = x^ und der 
Pol von xy=^Z ist; so werden in den auf X, F, Z auftretenden 
Involutionen je zwei Ecken des Dreieckes ein Paar sein, und 
dieselben werden wieder in polarer Lage sich befinden; denn 
die Polaren der Punkte j, 5, j, in denen eine Gerade T die 
X, F, Z schneidet, gehen durch den Pol t von T, sind also 
die Geraden tXy ty, t0 und schneiden X, Y, Z in den drei 
Punkten j', ^', j', die mit j, ^, 5 je ein Paar der Involution 
conjugirter Pole bilden. 

Hieraus folgt aber, dass an Stelle des ursprünglichen 
Poldreieckes p q t irgend ein anderes gewählt werden 
kann, mit den Involutionen, die auf seinen Seiten bestimmt 
wurden, und dass dann ebenso dasselbe Polarsystem con- 
struirt werden kann, wie mittels des ersten Poldreieckes. 
Dieses Poldreieck ist also in keiner Weise vor den übrigen 
ausgezeichnet. 

Das construirte Polarsystem kann auf keiner Geraden 
der Ebene eine hyperbolische Involution besitzen, da wir be- 
reits sahen, dass ein Kegelschnitt nicht existiren kann, welchem 
ein solches Polarsystem zugehört. Wir wollen aber sagen 
das Polarsystem habe einen imaginären Ordnv/ngskegdschnitty 
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welcher alle die imaginären Deckpunkte der auf den Geraden 
der Ebene auftretenden Involution conjugirter Pole enthält, 
und der von den imaginären Deckstrahlen der Involutionen 
conjugirter Polaren der Punkte der Ebene eingehüllt wird. 

Wir werden in der Folge diesen imaginären Kegelschnitt, 
dessen Polarsystem vollständig reell ist*), berücksichtigen, 
und ihn durch sein Polarsystem bestimmt ansehen. Wir 
werden die Sätze und Aufgaben so formuliren resp. lösen, 
dass von der Realität des Kegelschnittes abgesehen werden 
kann, sobald nur sein Polarsystem reell ist 

Für die Bestimmung eines Polarsystems erhalten wir 
folgende Sätze: 

Ein Polarsystem ist bestimmt, wenn gegeben sind: 

1) Ein Paar conjugirter Polaren 5ß, D und die Involu- 
tionen conjugirter Pole auf denselben. Die vorstehende Aus- 
einandersetzung zeigte die Construktion von Pol und Polare 
aus diesen Bestimmungsstücken. 

2) Ein Paar conjugirter Punkte p, q und die Involutionen 
ip}} {^} conjugirter Polaren in diesen. Entspricht dem 
Strahle pq = fft in (p) der Strahl D und in (q) der Strahl $ß, 
so braucht man nur auf 5ß die Involution anzunehmen, welche 
[p] darauf ausschneidet und auf D die, welche {q} daselbst 
ausschneidet, um die Bestimmtheit des Polarsystems nach 1) 
zu erkennen. 

3) Ein Poldreieck und ein Punkt a nebst seiner Polare Ä. 
Werden die Seiten $, D, 91 des Poldreieckes pqr von A in 
Z, m, n geschnitten und sind die Projektionen von a aus p, q, x 
auf dieselben A, /ii, v, so wird das Polarsystem durch die In- 
volutionen auf 5ß, D, deren Paare pt, IX resp. q t, m ft sind, 
nach 1) bestimmt sein, und a zum Pol von Ä haben. 

4) Ein Poldreieck und die Involution conjugirter Pole 
auf einer Geraden A. Schneidet A die $ und D in Z, w, und 
entsprechen diesen in der Involution auf A die Punkte V 
und m\ so mögen sich sich pZ, und qm' in a schneiden. 

*) Es gibt noch andere imaginäre Kegeschnitte , deren Polar- 
systeme aber nicht mehr reell sind, indem einem reellen Punkte eine 
imaginäre Polare zugehört. 
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Das Polarsystem ist dann nach 3) bestimmt, wenn a als Pol 
der Geraden A zugewiesen wird. 

5) Ein Poldreieck und die Involution conjugirter Polaren 
[a] in einem Punkte a der Ebene. Entspricht dem Strahle 
ap resp. a(\ von [a] der Strahl al resp. am, welche 5ß resp. 
Cl in Z und m schneiden, so ist das Polarsystem nach 3) be- 
stimmt, wenn man dem Punkte a die Gerade Im = A als 
Polare zuordnet. 

Ist eine der Involutionen des Polarsystems hyperbolisch, 
so ist der Ordnungskegelschnitt reell und seine Punkte können 
nach den §§ 8 und 2 leicht construirt werden. 

Es genügt übrigens zu wissen, dass eine Gerade A des 
Polarsystems mit ihrer conjugirten A' zusammenfällt, oder 
dass ein Punkt mit seinem conjugirten coincidirt, um zu 
zeigen, dass der Ordnungskegel schnitt reell sein muss. Denn 
ist 6 irgend ein Punkt von A und B seine Polare, so muss 
sie A in dem Pol a von A schneiden, da dieser auf ^' = JL 
liegt. Daher ist a ein Deckpunkt der Involution auf J5, diese 
hat mithin noch einen a\ Der Pol x jeder Geraden X durch 
a liegt dann notwendig auf A als der 'Polare von a, und 
daher liegt auf X noch ein Punkt des Kegelschnittes. 

Lehrsatz 1. Schneiden die Strahlen eines Büschels (a) 
die Gerade B in den Punkten x und "bestimmt man auf den 
Strahlen ax die Punkte g, welche zu x im Polar System con- 
jugirt sind, so ist der Ort der Punkte 5 ^^ Kegelschnitt ^, 
welcher durch a und 6, den Pol von B, geht, und auf B und 
A, der Polare von a, dieselbe Involution conjugirter Pole besitzt, 
die diesen Geraden im Polarsystem zugehoren. Der Schnittpunkt c 
der Geraden A und B ist der Pol der Geraden ab =^C für Ä. 
Derselbe Kegelschnitt SJ wird erhalten, wenn b an Stelle von a 
und gleichzeitig A an Stelle von B genommen wird. 

Der Punkt 5 ist der Schnittpunkt der Polare von x mit Fig. 53. 
ax, also liegt J auf dem Erzeugnisse der projektivischen Büschel 
a{x) und 6(5), wenn 65 die Polare von x ist, also b der 
Pol von JS. _ 

Schneidet 6| die Polare A von a in y, so ist ax Polare 



94 



IV. § 3. Das Polarßystem. 



von y, also g conjugirt zu y im Polarsystem, mithin wird der- 
selbe Ä erhalten mittels b und Ä. 

Da dem Strahle ab von (a) die Polare bc entspricht, so 
ist &c Tangente von Ä in b, ebenso ist ac Tangente in a. Es 
geht mithin ab durch den Pol von B sowol als von Ä in Bezug 




Fig. 53. 

auf ß, und es schneiden daher nach der 3. Folgerung zum Lehr- 
satze 2 des § 6, Kap. III, p. 61 die Geraden ag und &§ auf 
beiden Geraden A und B Punktepaare der Involution con- 
jugirter Pole von Ä aus. Daher sind a?, x' auf B conjugirt 
in Bezug auf ^, da aber &§ Polare von x im Polarsystem ist, 
so sind Xj x auch in diesem conjugirt. 

Durch irgend zwei Punkte a, b der Ebene geht immer 
ein bestimmter Kegelschnitt Ä, derselbe hat den Pol c von 
ab zum Pol und auf den Polaren A und B von a und b 
dieselbe Involution conjugirter Pole, wie das Polars jstem, 
wodurch der Kegelschnitt mehr als bestimmt, aber doch 
möglich ist. 

Folgerung« Ein Polarsystem ist bestimmt, wenn auf 
drei Geraden Z, My N, die durch einen Punkt a gehen, drei 
Involutionen conjugirter Pole { i } , { M) , { N) gegeben sind, 
die so beschaffen sind, dass die drei dem Punkte a conju- 
girten Pole auf L, M, N in einer Geraden A liegen. 
Fig. 54. Denn sei B irgend eine Gerade der Ebene, welche L, 

M, N in Z, m, n schneidet, und seien diesen Punkten A, ^, v 
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conjugirt, so constmire man den Kegelschnitt Ä, welcher 
durch A, ft, v, a geht und in a die Tangente ac besitzt, c der 
Schnittpunkt von A mit B. Ist dann C die Polare von c 
für Ä, welche ihn noch in h schneidet, so möge hX die A 




Fig. 54. 

in Ä schneiden. Bezeichnet man den Schnittpunkt von L und 
A mit g, so sind g, h conjugirte Pole auf A für ^, ebenso 
c und der Schnittpunkt d von C mit A 

Es ist nun ein Polarsystem bestimmt, für welches agh 
ein Poldreieck und b der Pol von B ist (siehe oben 3). In 
diesem wird durch die Punkte a, b ein Kegelschnitt Ä' be- 
stimmt sein, der c zum Pol von ab [denn c ist der Schnitt- 
punkt von B mit A = gh] besitzt und auf A die Involution 
hat, deren zwei Paare g h und d c sind. Dieser ^' ist mit 
dem oben construirten Ä identisch, also sind in dem Polar- 
systeme IXy m^, nv conjugirte Pole und a ist Polare von Ay 
welche Gerade Z, Jf, N in den drei zu a conjugirten Punkten 
schneidet. Dieses Polarsystem hat also thatsächlich auf Z, 
Jf, N die gegebenen Polinvolutionen [L], [M], [N] und 
ist vollständig bestimmt, wie seine Construktion zeigt, denn 
für jedes mögliche Polarsystem müsste agh ein Poldreieck 
und b der Pol von B sein. 

Lehrsatz 2, Die Ecken zweier Földreiecke desselben Polar- 
Systems liegen auf einem Kegdscimitte. 

Ist pqr das eine, j^j das andere Poldreieck, und schneiden Fig. 55. 
^E und qj die ^J in a' und &', so sind diese Punkte con- 
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jugirt zu den Schnittpunkten a und h von j^ mit qr resp. )fX. 
Da also j^, aa, hV drei Paare einer Involution sind, so ist 

mithin nach Kap. I, § 3, Seite 15 auch 

Projicirt man diese Punkte aus q und p, so ist 

d. h. die Punkte p q t J ^ J liegen auf einem Kegelschnitte. 




Fig. 55. 

Zusatz. Enthält ein Kegelschnitt ^ ein Poldreieck des 
Polarsystemes, so enthält er unendlich viele, jeder Punkt p 
ist Ecke eines solchen, seine Polare P schneidet den ^ in 
den zwei übrigen Punkten g, r. Ein solcher Kegelschnitt 
möge PolkegelschniU des Polarsystems heissen. 

§ 5. Folarfiguren. 

Ist das Polarsystem des Ordnungskegelschnittes K ge- 
geben, gleichgiltig ob K reell oder imaginär ist, so entspricht 
jedem Punkte a der Ebene die Polare A und umgekehrt. 
Allgemein wird die Beziehung zweier ebenen Systeme, durch 
welche den Punkten und Geraden des einen die Geraden und 
Punkte des anderen zugewiesen werden, als eine recipröke 
bezeichnet. Die polare Beziehung ist eine prqjektivische red- 
proke Beziehung zweier ebenen Systeme derselben Ebene. 
Denn beschreibt a ein gerades Gebilde X, so durchläuft A 
einen zum geraden Gebilde projekti vischen Strahlenbüschel (x). 



IV. § 6. Classification der Kegelschnitte. 97 

Folgerung 1, Die Polarfigur eines Kegelschnittes K 
ist wieder ein Kegelschnitt Ä, und die Polarfiguren 31, a von 
a und A, welche Pol und Polare von K sind, sind Polare und 
Pol von Ä. Den Punkten und Tangenten von K entsprechen 
die Tangenten und Punkte von ^. Wird nämlich K durch 
die projektivischen Büschel (a) '/\ (h) erzeugt, so ist ^ die 
Eüveloppe der Geraden, welche homologe Punkte der geraden 
Gebilde | Sl | A | S3 | verbinden. 

2, Jeder Satz über Beziehung projektivischer Gebilde 
geht in einen richtigen Satz über, wenn man im ersteren an 
Stelle von Punkt und Gerade, Gerade und Punkt setzt. Man 
nennt diese Regel, welche dazu dient aus einem Satze einen 
zweiten abzuleiten, das Gesetz der Beciprocität und die Sätze 
selbst heissen einander dual gegenüberstehende Sätze. 

So z. B. geht der PascaVsche Satz in Kap. III, § 4, Seite 53 
in den dualen Satz über: 

Sind % S3, 6, S), @, 5 SöcÄs Tangenten eines Kegdsehnittes 
und schneiden einander SIS3 in 1, S3® in 2, ES) in 3, S)S 
in 4, @f5 ^^ 5 und gSl in 6, so gehen die drei Geraden, welche 
die drei Fa/ire gegenüberliegender Ecken mit einander verbinden^ 
nämlich: 14, 25, 36 durch einen Punkt (Brianchon'scher Satz). 

Weitere Beispiele aus dem Vorangehenden anzuführen 
dürfte überflüssig sein, in der Folge werden noch einzelne 
besonders hervorgehoben werden. 

§ 6. Classification der Kegelschnitte. 

Die Kegelschnitte werden, nach ihrem Verhalten der un- 
endlich fernen Geraden M^ gegenüber, eingetheilt in zwei 
Classen: 

I. Der Pol m von M<» für den Kegelschnitt liegt im 
Endlichen. 

IL Der Pol m liegt auf Jf«. 

I. Da für jede Gerade G, welche durch m geht, dieser 
Punkt Mittelpunkt der Polinvolution auf G ist, so wird m 
selbst Mittelpunkt des Kegelschnittes genannt. Schneidet G 
den K in reellen Punkten, so haben diese von m gleichen 
Abstand (Kap. I, § 3, Seite 21). 

Die Strahlen durch m werden Durchmesser des Kegel 

BoBXK, proj. Geometrie. 7 
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Schnittes genannt. Sind G und ® ein Paar der Polaren- 
involution von w, so heissen G, & ein Paar conjugirter Durch- 
messer von K. Die Mittelpunkte der Polinvolutionen auf 
den zu G parallelen Geraden liegen auf ® und umgekehrt. 
Schneidet G in reellen Punkten, so sind die Tangenten in 
denselben parallel zu @. Pie Geraden G, @, M^ bilden ein 
Poldreieck von K. (Folgt unmittelbar aus den Sätzen der 
§§ 5, 6, 7 des Kap. IH.) 

Das Rechtwinkelpaar A% der Involution in m heisst 
Axen des Kegelschnittes. 

Man unterscheidet nun die beiden Fälle ob die Polaren- 
involution in m 

a) elliptiscJh, 

b) hyperbolisch 
ist. 

a) Ist die Involution conjugirter Durchmesser elliptisch^ 
so wird der Kegelschnitt Ellipse genannt. 

Ist ein Punkt desselben reell, so ist der Kegelschnitt 
reell, und jeder Durchmesser muss in zwei reellen Punkten 
schneiden, die auf demselben eine Strecke begränzen, deren 
Mitte m ist. Die reelle Ellipse umschliesst also den Mittel- 
punkt und verläuft ganz im Endlichen. 

Schneidet ein Durchmesser den Kegelschnitt nicht in 
reellen Punkten, so Icann kein reeller Punkt des Kegelschnittes 
eodstiren, derselbe ist imaginär. 

Wir wollen unter Ellipse immer den reellen Kegelschnitt 
verstehen. 

Ist speciell die Involution in m circular, so ist der Kegel- 
schnitt ein Kreis (Kap. IV, § 1, Anmerkung auf Seite 72). 
Derselbe kann imaginär oder reell sein. 

b) Ist die Involution conjugirter Durchmesser hyper- 
bolisch, so wird der Kegelschnitt Hyperbel genannt. Die 
Hyperbel schneidet also Jf» in zwei reellen Punkten, deren 
Tangenten durch m gehen und Asymptoten der Hyperbel 
heissen. Sie sind die Deckstrahlen der Involution conjugirter 
Durchmesser G, @, und trennen daher diese harmonisch. 
Schneidet G die Hyperbel in reellen Punkten, so sind die 
Schnittpunkte auf @ conjungirt imaginär. Die Axen halbiren 
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die Winkel der Asymptoten. Eine derselben schneidet in 
reellen Punkten und heisst reelle Ace, die andere heisst ima- 
ginäre Axe. Die Hyperbel verläuft ganz in den Scheitel- 
winkelräumen, in welchen die reelle Axe liegt. 

Stehen die Asymptoten auf einander senkrecht, so heisst 
die Hyperbel gleichseitig. 

H. Liegt der Pol m^ von M^ auf M^ selbst, so be- 
rülirt der Kegelschnitt die jjfoo, und er heisst Parabel. Man 
kann m„ auch als Mittelpunkt des Kegelschnittes auffassen. 
Die Involution conjugirter Durchmesser wird dann parabolisch, 
indem jedem Durchmesser M^ conjugirt ist, Kap. IH, § 6, 
Seite 59. Die Mittelpunkte aller Polinvolutionen, die auf 
einer Schaar paralleler Geraden auftreten, liegen auf einem 
Durchmesser der Parabel, welcher conjugirt zur Richtung der 
Schaar heisst. Derselbe schneidet nur in einem im End- 
lichen gelegenen Punkte die Parabel. Der Durchmesser, wel- 
cher senkrecht zu seiner conjugirten Richtung ist, heisst Axe 
der Parabel. Die Axe ist die Polare der Richtung, welche 
senkrecht ist zur Richtung m». 

1. Aufgabe« Es ist ein Kreis Ä durch centrale CoUi- 
neation so abzubilden, dass die Collinearfigur ^' eine a) Ellipse, 
b) Hyperbel, c) Parabel wird. Nimmt man die Collineations- 

axe C und das Centrum c, sowie den Kreis Ä willkürlich an, Fig. 56. 
so hat man nur die Gegenlinie V so zu wählen, dass sie 

a) den Kreis Ä nicht schneidet, wie F«, 

b) den Kreis S in zwei getrennten Punkten schneidet, 
wie Fft, 

c) den Kreis Ä in einem Punkte berührt, wie Vc. 
Denn Fi wird die unendlich ferne Gerade der Ebene E\ 

also Ä' von der verlangten Art. 

2. Aufgabe« Es ist ein Kegelschnitt K gegeben; man 
bilde ihn durch centrale CoUineation so ab, dass die Colli- 
nearfigur K' eine a) Ellipse, b) Hyperbel, c) Parabel wird. 

3. Aufgabe. Es ist ein Kegelschnitt K gegeben durch 
drei Punkte x, y, z und die Tangenten X, Y in zweien der- 
selben; man bestimme seinen Mittelpunkt m, die Involution 
conjugirter Polaren in w, sowie die Axen JL, % und die 
Asymptoten, wenn dieselben reell sind. 



100 



IV. § 7. Die Reciprocitat. 



Anmerkung. Die Polarfigur eines Kegelschnittes K in 
Bezug auf die Basis K ist eine Ellipse, Hyperbel, Parabel, 
je nachdem der Mittelpunkt von K innerhalb, ausserhalb, auf 
dem Kegelschnitte K liegt. 
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§ 7. Die Beciprocität. 

Definition« Sind zwei ebene Systeme derart auf einander 
bezogen, dass den Punkten und Geraden des einen die Ge- 
raden und Punkte des anderen entsprechen, so sagt man die 
Ebenen sind in reciproker Beziehung. Entspricht hiebei jedem 
geraden Gebilde | P ] von E ein zu ihm projektivischer Strah- 
lenbüschel (p) von @, so wird die Beziehung eine prqjektivisch 
redproke genannt. 

In § 5 wurde die Beziehung zwischen Pol und Polare 
eines Kegelschnittes als eine reciproke projektivische erkannt. 

Lehrsatz !• Entspricht jedem Punkte p und der durch 
ihn gehenden Geraden P von E eine Gerade $ß und ein auf ihr 
liegender Punkt p von ®, so stehen E und @ in reciproker pro- 
jektivischer Beziehung. 
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Nimmt man in S einen beliebigen Kegelschnitt K an, 
und ist p' der Pol von $ß und $ß' Polare von )f in Bezug auf 
K, so steht das ebene System @' zu E in collinearer Be- 
ziehung. (Kap. II. § 2, Lehrsatz 1.) 

Daher wird dem geraden Gebilde |P| ein zu ihm pro- 
jektivisches gerades Gebilde |$ß'| entsprechen und diesem in 
Bezug auf K ein projektivischer Stralenbüschel ())), also ist 
auch |P| A (P). 

Lehrsatz 2, Eine reäproJce projeUivische Beziehung zweier 
ebenen Systeme ist bestimmt, wenn man vier Punkten a^b^Cjä 
von Ey von denen Iceine drei auf einer Geraden liegen, vier 
Gerade Sl, S5, 6, S) von S zuweist, von denen keine drei durch 
einen PunM gehen. 

Sind a', b', c', b' die Pole von 31, 83, 6, 2) in Bezug auf 
einen beliebigen Kegelschnitt K, und bezieht man E auf @' 
so collinear, dass a, b, e, d zu entsprechenden haben a',b', c', b", 
so wird das polare System ffi von @' auf JE reciprok be- 
zogen sein. 

Lehrsatz 3. Ist das ebene System S projeMivisch reciproJc 
zu E' und E, so sind E, E' collinear. 

Der Geraden 5ß von S entsprechen die Punkte p und jp' 
in E und E' und diese bestimmen die collineare Beziehung, 
indem jeder Geraden P durch p eine Gerade P' durch j?' ent- 
spricht. (Kap. n, § 2, Lehrsatz 1.) 

Liegen die beiden reciproken ebenen Systeme J5, @ in 
einer Ebene, so kann jeder Punkt und jede Gerade einmal 
zu dem einen, das anderemal zu dem anderen System ge- 
hörig aufgefasst werden. 

Geht die dem Punkte p entsprechende Gerade $ß durch 
p, so muss auch die dem Punkte p, als )) aufgefasst, ent- 
sprechende Gerade P durch '^ = p gehen. Denn da p ein 
Punkt von 5ß ist, so muss die ihm entsprechende Gerade P 
durch p gehen. Entspricht analog einer Geraden P ein Punkt 
^), der auf P liegt, so entspricht der Geraden $ß = P ein 
Punkt py der auch auf P = ?ß liegt. 

Geht daher die dem Punkte p entsprechende Gerade ?ß 
nicht durch p , so geht die dem Punkte p =p entsprechende 
Gerade P auch nicht durch p, und liegt der der Geraden P 
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entsprechende Punkt p nicht auf Py so liegt auch der der 
Geraden $ß «= P entsprechende Punkt p nicht auf 5ß. 

Lehrsatz 4. Entsprechen der Geraden P = ?ß rfie Punkte 
p und Pf so bestimmen p, p eine collineare Beziehung der Ebene, 
in welcher homologe Gerade ö, solche sind, die demselben 
Punkte %= g entsprechen. 

Denn durchläuft p ein gerades Gebilde G, so beschreibt 
p ein dazu projektivisches gerades Gebilde ®, während 5ß = P 
sich um den Punkt ^= g dreht. 

Anmerkung, Entsprechen den vier Geraden JL = Sl, 
JB=S3, (7=®; 2)=S), von denen keine drei durch einen Punkt 
gehen, die vier Punkte a = a, b == &, C = c, b = (Z, so ent- 
spricht jeder Geraden (r = ® ein und derselbe Punkt ^= g, 
und jedem Punkte p = )) dieselbe Gerade ^ = P. Denn die 
obige CoUineation muss eine Identität der ebenen Systeme 
werden. Ein specieller Fall einer solchen Reciprocität ist das 
Polarsystem. 



Fig. 57. Lehrsatz 6. Entsprechelt dem 
Punkte p = p die Geraden ^ 
und P, welche sich in p' =p 
schneiden, so sei die Gerade 
pp = pp' mit -4 = 31 bezeich' 
netj und a resp. a seien die ihr 
entsprechenden Punkte. Durch- 
läuft der Punkt a? = j das ge- 
rade Gebilde \A\ = \^\, so be- 
schreiben die entsprechenden 
Strahlen X und X die Strahlen- 
büschel (a) A (ß)i welche zu 
-4 = 21 perspektivisch liegen, Ist 
a?' = j' der Schnittpunkt von 
X und 3£, so bilden die Paare 
(x^*) = (icx) auf Ä = 'ä eine 
Involution [Ä] = {21}. 



Lehrsatz 5\ Entsprechender 
Geraden Q = D> die Punkte q und 
q, so sei ihre Verbindungsgerade 
qq mit Q' = Q,' bezeichnet, 
welche ^ = O m & = b schneiden 
möge und S5 resp.B seien die die- 
sem Punkte entsprechenden Ge- 
raden. Durchläuft der Strahl 
r= D rfen Büschel (b) = (6), 
so beschreiben die entspreclienden 
Punkte t) undy die zwei geraden 
Gebilde | S5 1 A | ^ | , welche zu 
J = b perspektivisch liegen. Ist 
F=D' die Gerade ^, so 
Ulden die Paare ( 7?) ') = (^ T) 
in (b) = (b) die Strahleninvolu- 



tion [b] = {b}. 
Dem Schnittpunkte p' von P und A entspricht die Ge- 
rade 5ß' = pa und dem Schnittpunkte p' = ^' von 5ß und % 
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entspricht die Gerade P' = pa. Durchläuft daher a; = j das 
Gebilde |^| = |Sl|, so beschreiben ax und 3£ zwei projek- 
tivische Strahlenbüschel (a) resp. (a), in denen P', $ß und 
und P, $ß' zwei Paare homologer Strahlen sind. 




Fig. 57. 

Entspricht dem Strahle aa = C= S in den Büscheln (a) 
und (a) der Strahl C resp. 6', so liegt der Schnittpunkt 
c = c von C und S' auf J. = Sl (Kap. I, § 2, Zusatz zur 
Aufgabe 2, Seite 13) und entspricht mithin der Geraden ® = C> 
welche -4 = 31 in dem Punkte c = c' schneidet, der 6' resp. C 
zugeordnet ist. Durchläuft nun a? = J das gerade Gebilde 
I J[ I = 1 31 1 , so werden die Schnittpunkte j' von X und x' 
von X auf JL = Sl zwei projektivische gerade Gebilde be- 
schreiben, die in jp' = p', j) = p, c = C drei Deckpunkte be- 
sitzen, also identisch sind. Da in der projektivischen Be- 
ziehung zwischen dem von x und j' durchlaufenen geraden 
Gebilde p = p und p' = p' sich involutorisch entsprechen, 
so sind a?j' Paare einer Involution. In dieser Involution 
entspricht c = C dem Schnittpunkte c' = c' von C = ® mit 
^ = 31. 

Der Satz rechts folgt aus der dualen Betrachtung und 
es entspricht ebenso dem Strahle ic die Gerade (7 = ß in 
der Involution [h] = {b}. 
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Zusatz. 



Beschreibt der Strahl A = % 
den Strahlenbüschel (c) «»= (c), 
80 durchlaufen Q und a zwei 
projektivische gerade Gebilde 
auf (7=6, deren adjungirte 
Involution mit [C] = {S} be- 
zeichnet sei. 



Durchläuft der Punkt 6 = 6 
das gerade Gebilde | (7 { "= | (£ { , 
so beschreiben die Strahlen 83 
und B zwei projektivische Bü- 
schel um c = c, deren adjun- 
girte Involution mit { c } = { C } 
bezeichnet sei. 



Die Involution [C] = {(£) ist der Schnitt von [c] = {c}. 

Denn die projektivischen Gebilde, welche a und a be- 
schreiben, sind dieselben, welche die Strahlen B und 35 auf 
C = (i ausschneiden. 

Lehrsatz 6, Ist m==m\ Lehrsatz 6\ Ist N=3l 
irgend ein Punkt der Ebene, [ irgend eine Gerade der Ebene, 
dessen entsprechende Geraden SK deren entsprechende Punkte n 
und M sich in m' = m' schnei- \ und n auf der Geraden N'^= SSV 
dm, so geht mW = mnT durch Hegen, so schneiden sich N und 
c = c. -^' ^^f (7=6. 

Denn verbindet man m = m mit c = C und bezeichnet 
diese Gerade mit J. = Sl, so liegen die ihr entsprechenden 
Punkte a und a auf (7=6, und daher liegt auch m' = m' 
auf Ä = %. 



Lehrsatz 7, Durchläuft der 
Punkt m = m irgend eine Ge- 
rade G = %j so durchläuft der 
Schnittpunkt m' = m' von SR 
und M einen Kegelschnitt Ä, 
welcher durch c == c geht und 
auf C = 6 die Polinvolution 



Lehrsatz?'. Beschreibt die 
Gerade N =>SH einen Strahlen- 
büsehel (h) = (1^), so hüllt die 
Gerade N' = SR\ weldie n und 
n verbindet, einen Kegelschnitt 
Ä' ein, welcher auch C =^^ be- 
rührt und in c = t die Polaren- 
involution [c] = {c} besitzt. 

Die Geraden 3R und M beschreiben um g und g zwei 
projektivische Büschel, in denen gc und gc homologe Strahlen 
sind. Da mm' = mm' stets durch c =5 c geht, so schneiden 
die Strahlen gm' -^ M und gm'= 3K die Gerade (7= 6 in 
den beiden Punkten, welche mm' = mm' entsprechen, daher 
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hat Ä auf (7 = S die Polinvolution 
§ 2, Aufgabe 1, Seite 76). 
Lehrsatz 8, Die Involutio- 
auf den Strahlen durch 



{C} = {(£) (Kapitel IV, 



neu 



c = c liegen in einem Polar- 
Systeme K, für welches c und C 
Pol und Polare y [c] und [C] 
Polaren- resp. Polinvolution sind. 



Lehrsatz 8'. Die Strahlen- 
involutionen in den Punkten 
von (7=6 liegen in einem 
Polarsysteme K\ für welches C 
und c Polare umd Po\ { C\ und 
{c\ Pol- resp. Polareninvolu- 
tionen sind. 

Ist Ä der G = @ nach Lehrsatz 7 entsprechende Kegel- 
schnitt und A^, J.2, A^ irgend drei durch c = c gehende Ge- 
rade, welche ö = @ in m^, mg, W3, G = 6 in c/, C2, c^ und 
^ in m/, m^ , m^ schneiden, so sind cc/, w,w/ je zwei Paare 
der Involution {-4,} auf J.,-. Nach Kap. IV, § 4, Folgerung 
zu Lehrsatz 1, Seite 94 ist durch die drei Involutionen [A^]y 
{ -^2 } , { -^3 } ein Polarsystem K bestimmt. In diesem ent- 
spricht der Geraden G der obige Kegelschnitt Ä und auf 
allen Strahlen durch c bestimmt Ä und G ein Paar der In- 
volution, c und der Schnittpunkt von C ist ein zweites Paar. 
Für K ist c und G Pol und Polare, und K hat auf G dieselbe 
Involution wie Ä. 




Fig. 68. 



Sei m ein Punkt von K, also ein Deckpunkt der In- Fig. 58. 
volution [A] auf A = cm, so geht die Gerade Wl durch m. 
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Schneidet 3R den K noch in dem Punkte n, so muss N so- 
wol durch tt als m gehen, es ist also JV«= 2R und die beiden 
Punkte n und m liegen auf K. Da umgekehrt jeder Punkt m, 
welcher auf der ihm entsprechenden Geraden SK liegt, ein 
Punkt von K sein muss, so ist K der Ort der Punkte^ welche 
auf den, ihnen entsprechendere Geraden liegen. 

Schneidet JV= 3» die (7= 6 in a, so ist JV^= 3R ein 
Deckstrahl der Involution {a} , denn die Gerade tim fällt mit 
JV= aji zusammen, daher ist JV= 3Ä Tangeute von K\ 

Da jede Gerade N, welche durch den ihr entsprechenden 
Punkt n geht, Tangente von K' ist, so folgt: K' ist die En- 
veloppe der Geraden, welche durch den ihnen entsprechenden 
Punkt gehen. 

Durch den Punkt m = m geht noch eine zweite Tan- 
gente M von K\ und da dieses für jeden Punkt von K gilt, 
so liegt K ganz ausserhalb K\ 

Der Tangente T von K ia m entspricht der Berührungs- 
punkt t von K' auf 3Ä; denn der Geraden, welche die Punkte 
w, w' von K verbindet, entspricht der Schnittpunkt der Ge- 
raden m.m\ 

Sind d, dl die Deckpunkte der Involution {C}, so sind 
cd = ^ und cdi == S)i die Deckstrahlen der Involution {c}, 
und dem Punkte d = b entspricht die Gerade S) = D, ebenso 
dem dl = b^ die Gerade S)i = Dj . K und K' berühren ® 
und ©1 in d und d^. 

Ist ein Punkt von K reell, so ist sowol K als K' reell. 

In speciellen Fällen kann K in zwei sich in c = C schnei- 
dende Gerade zerfallen, wobei dann K' in zwei auf (7 = ® 
liegende Punkte degenerirt Auch können d und d^ auf 
C = 6 zusammenfallen, wobei dann auch c = C in diesen 
Punkt fällt. Solche reciproke Beziehungen lassen sich auch 
leicht aufstellen. 

Anmerkung. In der im Lehrsatze 4 betrachteten Col- 
lineation entspricht sich K sowie K' selbst. Entsprechende 
Punkte von K sind m und n, welche auf derselben Tangente 
3R = JN' von K' liegen. Die VervoUständigungsaxe der auf 
K liegenden projektivischen Punktreihen m, m ist (7=(S. 



V. Kapitel. 

Hauptpunkte einer CoIIineation. — Steiner'sclie Verwandt- 

scliaft. — Sclinittpunkte zweier Kegelsclinitte. — 

Aufgaben. 

§ 1. Die Hauptpunkte einer CoIIineation. 

Hilfssatz. Haben zwei Kegelschnitte Ä und Ä' einen Punkt 
a gemeinschaftlich y in dem sie sich nicht berühren, so haben sie 
noch einen anderen Punkt gemeinschaftlich. Denn nach Kap. III, 
§ 7, Folgerung 4, zu Lehrsatz 2, Seite 64 bildet der Kegelschnitt 
eine geschlossene Linie, also wird ein Punkt x, der von a aus in 
bestimmtem Sinne ^ durchläuft, wieder nach a zurückkehren ; 
da aber x bei a von dem einen Gebiete der Ebene, in welche 
sie durch Ä' zerlegt wird, in das andere übertritt, so muss x 
wieder bei einem anderen Punkte p aus dem zweiten in das 
erste eintreten, damit er auf ^ laufend nach a zurückkehren 
kann. Würde ausser p noch ein Schnittpunkt q auftreten, so 
müsste noch einer r vorhanden sein, denn bei q würde x 
wieder aus dem ersten Gebiete ins zweite übergehen, also 
müsste wieder ein üebergang aus dem zweiten ins erste statt- 
finden. Würden sich die Kegelschnitte Ä, Ä' in p berühren, 
so müsste ebenfalls noch ein Schnittpunkt q auftreten, indem 
dann x bei p auf derselben Seite der Tangente von Ä' bliebe, 
also auch das zweite Gebiet nicht verlassen würde. Es könnte 
speciell der Punkt q auch noch in p fallen, wobei dann Ä 
und Ä' einander in p osculiren. S berührt nicht blos Ä', son- 
dern tritt aus dem einen Gebiete ins andere über. 

Es seien zwei coUineare ebene Systeme in derselben 
Ebene gegeben. Liegen dieselben central, so deckt sich ein 
Strahlenbüschel (c) mit seinem homologen (c') und ein ge- 
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rades Gebilde C coincidirt mit seinem entsprechenden C 
(Kap. n, § 3, Seite 30). Wir wollen diesen Fall für das Fol- 
gende dieses Paragraphen ausschliessen. Wir haben dann in 
Kap. 11^ § 1, Folgerung zu Lehrsatz 3, Seite 27 gesehen^ dass 
keine vier Punkte mit ihren honiologen sich decken können. 
Wol kann aber stets eine Collineation aufgestellt werden, in 
der sich drei Punkte p, q, r, die nicht in einer Geraden liegen, 
mit ihren homologen p', q'j r decken, man kann dann noch 
einem Punkte a einen willkürlichen, von ihm yerschiedenen 
Punkt a zuweisen, wodurch die Collineation bestimmt ist. 
Ein Punkt, der mit seinem homologen in der Collinea- 
tion zusammenfällt, heisst Havpipunkty und eine Gerade, die 
sich mit ihrer entsprechenden deckt, Hauptgerade der Colli- 
neation. Wir beweisen den folgenden 

Lehrsatz !• In zwei collinearen Systemen E, E' derselben 
Ebene existirt stets ein HauptpunJct p ^^ p' und eine Haupt- 
gerade P =^P' , 
Fig. 69. Dem Punkte a von E' möge a von E entsprechen. Die 

Büschel (a') 7\ (a) erzeugen einen Kegelschnitt Ä. Entspricht 




Fig. 59. 



dann dem Punkte a' = & zu E gerechnet der Punkt &', so 
erzeugen die Büschel (6) A (&') den Kegelschnitt S', welcher 
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die CoUinearfigur von Ä ist, und zwar liegen homologe Punkte 
X, x' auf Strahlen durch den Punkt a = &. Hieraus folgt, 
dass S und ^' nicht identisch sein können, und dass sie sich 
bei allgemeiner Wahl von a' = 6 in diesem Punkte nicht be- 
rühren werden. Zu Folge des Hilfssatzes schneiden sie sich 
daher wenigstens noch in einem Punkte. Jeder dieser Schnitt- 
punkte ist offenbar ein Hauptpunkt der Collineation. Schnei- 
den sich die Kegelschnitte noch in drei Punkten p, g, r, so 
sind diese drei Haupt^vikte und die sie verbindenden Geraden 
sind drei Hauptgeraden, 

Wir setzen voraus ein Schnittpunkt p =p' sei construirt. Fig. 59. 

Der Geraden px = A wird die Gerade px = A' entsprechen, 
und die geraden Gebilde \A\ 7\ \A' \ liegen perspektivisch, 
a sei ihr Perspektivitätscentrum. Entspricht ihm der Punkt 
«', so werden die Büschel (a) 7\ («') offenbar zu dem ge- 
raden Gebilde \A'\ perspektivisch liegen, haben mithin einen 
Strahl P^^P' entsprechend gemein, welcher eine Haupt- 
gerade der Collineation ist. 

Je zwei homologe Strahlen B, B' durch p =p' haben 
ihr Perspektivitätscentrum ß auf P «= P'. Denn geht P nicht 
durch p =jp', so schneidet es B und B' in einem Paare ho- 
mologer Punkte. Geht aber P = P' durch p =p\ so würde, 
wenn ßa nicht durch p ginge, diese Gerade eine Hauptgerade 
sein, denn schneidet sie A und £ in m, n^ so trifft sie A' 
und B' in m'^ n\ also föllt mn auf m' n\ 

Die Gerade P= P' geht dann und nur dann durch 
p = p\ wenn sich Ä und S' daselbst berühren. Denn be- 
schreibt Ay also auch A', den Büschel Q)) J\ (p'), so durch- 
läuft a auf P ein zu diesen Büscheln projektivisches gerades 
Gebilde, welches zum Strahlenbüschel a\x) = hix) perspek- 
tivisch liegt. Sind also die Tangenten T, T von Ä und S' 
in p nicht identisch, so kann ihr Perspektivitätscentrum x auch 
nicht in p liegen, es geht also P nicht durch p. Das Cen- 
trum X liegt im Schnittpunkte von a'p mit P. Geht aber 
P durch Pj dann ist p Perspektivitätscentrum zweier Strahlen 
durch p, die in P = P' coincidiren müssen und die gemein- 
schaftliche Tangente von Ä, Ä' darstellen. 
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Wir wollen mit p = p' den Punkt bezeichnen, in dem 
sich Ä, Ä' schneiden oder osculiren, aber nicht einfach be- 
rühren. Dann geht P = P' durch p=p' nur dann, wenn 
sich ^ und ^' daselbst osculiren. 

Lehrsatz 2. Alle Kegelschnitte Ä, welche durch irgend 
zwei homologe Büschel (a) A («') erzeugt werden^ gehen durch 
den Hauptpunkt p =p' und haben auf der Hauptgeraden P<=P' 
dieselbe Involution conjugirter Pole, welche die adjungirte Invo- 
lution der auf P ^^ P' liegenden projehtivischen geraden Ge- 
bilde ist. 



Da ap der homologe Strahl zu ap' ist, so geht Ä durch 
p=p\ Weil aber die Büschel (a) A («') auf P ^ P' die 
einander projektivischen geraden Gebilde ausschneiden, so ist 
die diesen adjungirte Involution die Polinvolution von Ä 
(Kap. IV, § 2, Aufgabe 1, Seite 76). 

Hieraus folgt, dass kein weiterer Punkt x = x' existiren 
kann, sobald er nicht auf P liegt. Denn dann müssten $ 
und Ä' durch a'^p, x gehen und auf P^=^y dieselbe Pol- 
involution haben, könnten also nach Kap. IV § 1 von einander 
nicht verschieden sein. 

Geht P ^=^ P' nicht durch p =p' und ist die adjungirte 
Involution auf P\ 

1) hyperbolisch, g, r ihre Deckpunkte, so gehen alle Ä 
durch jp, g, r, und P = qr, Q '=pry R=' qp sind drei Haupt- 
gerade, p, q, r drei Hauptpunkte der Collineation; 

2) elliptisch, so sind ihre Deckpunkte q, r conjungirt 
imaginär und die Involution, welche sie aus p projicirt, hat 
die conjungirt imaginären Deckstrahlen Q, R] 

3) parabolisch, g == r ist ihr Deckpunkt, dann berühren 
alle S die P in g und pq=spr stellt zwei zusammenfallende 
Hauptgerade JB «« ^ dar. 

Die Deckstrahlen der beiden in _p = p' auftretenden pro- 
jektivischen Büschel schneiden P^=^ P" natürlich in den Deck- 
punkten der projektivischen geraden Gebilde. Sind sind also 
in 1) reell und verschieden, in 2) imaginär, io 3) reell und 
zusammenfallend. 

4) Es gehe P durch j>, dann berühren alle ß die Gerade 
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P und osculiren einander in p. Gleichzeitig können die in 
p = p' auftretenden projektivischen Büscliel nur den Strahl 
P = P' zum Deckstrahl haben, denn jeder andere müsste Ä 
und Ä' in demselben sich selbst entsprechenden Punkte schnei- 
den, was unmöglich ist, da Ä und Ä' sich nicht mehr schneiden, 
ausser in a' == &. 

Das Hauptdreieck der Collineation ist mithin in den 
Fällen 1), 3), 4) vollständig reell und zwar ist es in 1) ein 
eigentliches Dreieck mit drei von einander verschiedenen 
Ecken, in 3) fallen zwei Ecken und daher auch zwei Seiten 
zusammen, in 4) fallen alle drei Ecken in einen Punkt und 
alle drei Seiten in eine durch den Punkt gehende Gerade. In 
2) ist von dem Dreieck nur eine Ecke und die gegenüber- 
liegende Seite reell. 



§ 2. Das zwei Polarsystemen gemeinsame Poldreieck. 

Es seien zwei Polarsysteme K, K' in derselben Ebene 
gegeben, gleichgültig ob die Ordnungskegelschnitte derselben 
reell oder imaginär sind. Bestimmt man zu jeder Geraden Ä 
die Pole a und a', welche ihr in Kund K' entsprechen und 
weist diese Punkte a, a einander zu, so ist die dadurch ent- 
stehende Beziehung zwischen den Punkten der Ebene eine 
Collineation. Denn jeder durch a gehenden Geraden X wird 
eine durch a gehende Gerade X' entsprechen. (Kap. II, § 2, 
Seite 28). 

Dieselbe Collineation wird auch erhalten, wenn jeder 
Geraden Q der Ebene die Gerade O' zugewiesen wird, so dass 
G für K denselben Pol hat, wie 6?' für K\ 

Wir unterscheiden nun die beiden Fälle: 

a) die Collineation ist central, 

b) die Collineation ist nicht central. 

a) Ist die Collineation central, so soll das Centrum c 
derselben 

1) nicht auf der CoUineationsaxe C liegen, 

2) es soll auf der CoUineationsaxe C liegen. 

1) Jeder Punkt a der CoUineationsaxe hat in Bezug auf 
K und K' dieselbe Polare A und diese Polaren müssen durch 
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c gehen, denn sie fallen mit ihren entsprechenden Geraden 
der CoUineation zusammen. Es ist daher c Pol von G für 
K und K\ Schneidet A die C im Punkte 6, so ist dieser 
Pol der Geraden B = ac für K und K\ Mithin ist abc 
ein beiden Polarsystemen gemeinschaftliches Poldreieck und 
es existiren unendlich viele solcher^ jedem Punkte von C ge- 
hört eines zu. 

Die Polarsysteme haben auf C dieselbe Polinvolution und 
in c dieselbe Polareninvolution, welche die Projektion der 
ersteren ist. Ist dieselbe hyperbolisch, g^ h ihre Deckpunkte, 
so berühren K und K' die Geraden cg und ch in g, h, oder 
beide Kegelschnitte berühren einander doppelt auf C 

Wir wollen diese Ausdrucksweise auch für den Fall bei- 
behalten, dass die Involution elliptisch ist und können daher 
diesen Fall dahin charakterisiren: Die beiden Polarsysteme 
haben auf C eine doppelte Berührung. Die Ordnungskegel- 
schnitte können sich nicht mehr schneiden. (Kap. IV, § 1.) 

2) Liegt c auf (7, so wird wieder c der Pol von C für 
K und -BT', diese müssen also beide reell sein und (7 in c be- 
rühren. Ist a ein Punkt von C und A seine Polare für K 
und K'y so stellt a und der doppelt gezählte Punkt c ein 
Poldreieck beider Kegelschnitte dar, dessen Seiten A und die 
doppelt gezählte Gerade C ist. Es gibt also unendlich viele 
beiden Kegelschnitten conjugirte Dreiecke. 

Die Kegelschnitte schneiden einander in c in vier Punkten; 
es sind die Punkte g,hy in denen sie sich berührten (Fall 1), 
beide in den Punkt c gerückt. 

Wir wollen im Folgenden diese beiden Fälle stets ge- 
sondert von den übrigen betrachten und wenn nichts erwähnt 
wird immer voraussetzen, dass die Polarsysteme die wir be- 
trachten, nicht eine doppelte Berührung haben. 

b) Ist die CoUineation nicht central, so tritt immer ein 
Häuptpunkt p =p' und eine Hauptgerade P '^ P' auf. Dem 
Punkte j9 = 1?' entspricht dann in Bezug auf K und K' die- 
selbe Polare, sie sei mit P^ bezeichnet; wir wollen zeigen, dass 
sie identisch ist mit P = P\ Sei nämlich A eine beliebige 
durch p =p' gehende Gerade, welcher daher in der CoUineation 
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eine ebenfalls durch 2)= p' gehende Gerade A' entspricht. 
Schneidet nun A die P^ in Xy so geht die Polare X von x 
in Bezug auf K durch j9=p' und daher liegt ihr Pol in 
Bezug auf K' sowol auf Pj als auf Ä d. h. er ist der Schnitt- 
punkt X beider Geraden. Das Perspektivitätscentrum a der 
projektivischen Punktreihen auf A und A' liegt daher auf 
Pj = xx' ^ diese Gerade ist also mit der Hauptgeraden P= P' 
identisch (§ 1). 

Schneidet die Polare X des Punktes x von P die Haupt- 
gerade P in I, so ist ir, S ein Paar conjugirter Pole für K 
und x' y % ein solches für K\ und da x^ x homologe Punkte 
der projektivischen geraden Gebilde auf F ^=^ F' sind, so ist 
die ihnen adjungirte Involution auch adjungirt den beiden 
Polinvolutionen, die K und K' auf P zugehören (Kapitel IV, 
§ 2, Seite 80). 

Wir unterscheiden nun die drei Fälle des § 1: 

1) Das Hauptdreieck der CoUineation ist reell; dann ist 
dasselbe ein beiden Polarsystemen angehörendes Poldreieck 

pqVy jede Ecke ist Polare der gegenüberliegenden Seite, 
denn g, r [die Deckpunkte der adjungirten Involution auf P] 
sind .das beiden Polinvolutionen von K und K' gemeinschaft- 
liche Paar conjugirter Pole. (Kap. IV, § 2, Lehrs. 3, Folg. 3, S. 81.) 

2) Es ist nur p und seine Polare P reell, dieselben 
stellen eine Ecke und eine Seite des beiden Polarsystemen 
angehörenden Poldreieckes dar. Die zwei übrigen Ecken sind 
die conjungirt imaginären Deckpunkte der elliptischen ad- 
jungirten Involution. 

Nach (Kap. IV, § 2, Folgerung 2 zu Lehrsatz 3, Seite 81) 
müssen dann die Polinvolutionen von K und K' auf P hy- 
perbolisch sein, und ihre Deckpunkte g, h resp. g\ h' trennen 
einander. In diesem Falle sind also sowol K als K' reelle 
Kegelschnitte, welche P in ^f, Ä resp. g, h' schneiden. 

3) Ist die Involution auf P parabolisch und g = r das 
einzige Deckelement, so müssen die Polinvolutionen von K 
und K' auf P (nach Kap. IV, § 2, Folgerung 4 zu Lehrsatz 3, 
Seite 81) hyperbolisch sein, und q ist ein Deckpunkt beider. 
Daher ist jpg = Q Tangente von K xmdK' in g, beide Kegel- 

BoBBK, proj. Geometrie. 8 
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sehnitte sind daher reell und berühren einander in q. Das 
einzige beiden gemeinschaftliehe Poldreieck besteht aus p^ dem 
doppelt gezählten Punkte g = r und aus der Geraden P und 
der doppelt gezählten Q. 

4) Die Polare P von p geht durch p, beide Kegelschnitte 
berühren daher P in jp und müssen mithin reell sein; das 
beiden Kegelschnitten gemeinschaftliche Poldreieck besteht 
aus dem dreifach gezählten Punkte p resp. der dreifach ge- 
zählten Geraden P. Wir werden später sehen, dass sich K 
und K' in p osculiren. 

Aus dem Vorstehenden folgt: Ist einer der beiden Kegel- 
schnitte Kj K' imaginär y so ist das beiden Kegelschnitten con- 
jugirte Poldreieck stets reelle und seine drei Ecken sind von 
einander verschieden. 



§ 3. Die Steiner'sohe Verwandtsohaft. 

Es seien zwei Polarsysteme K und K' gegeben, die nicht 
in doppelter Berührung stehen, dem Punkte a möge für K 
die Polare J., für K die Polare A ' entsprechen. Der Schnitt- 
punkt a von A und A' werde dem Punkte a zugewiesen. 
Die Beziehung, welche durch diese Zuweisung zwischen den 
Punkten der Ebene hergestellt wird, heisst Steiner^sche Ver- 
wandtschaft. Dieselbe ist involutorisch, denn bezeichnet man 
a mit B, so fällt der Punkt 6 auf a, da die Polaren von o 
in Bezug auf JK" und K' durch a gehen, a, a sind conjugirte 
Pole in beiden Polarsystemen. Ist p ein Hauptpunkt, P die 
ihm zugehörende Hauptgerade der in § 2 aufgestellten Col- 
lineation, so wird dem Punkte p in der Steiner'schen Ver- 
wandtschaft jeder Punkt p von P entsprechen. Dasselbe findet 
für die Punkte g, r statt, p^ q,r heissen Hauptpunkte der 
Steiner'schen Verwandtschaft. 

Sie sind die einzigen Ausnahmepunkte, denen nicht wieder 
ein einziger Punkt entspricht. Würde nämlich einem Punkte 
X der Punkt j und ^ entsprechen, so müsste j^ die Polare 
von X für K und K' sein. 

Lehrsatz !• Den Funkten einer Geraden G entsprechen 
in der Steimr'scken Verwandtschaft die Funkte eines Kegel- 
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Schnittes Ä, der durch die Pole g und g' von G in Bemg auf 
K und K' geht, und durch die einander homologen Büschel 
(g) A (9')) der in § 2 betrachteten Coüineation, erzeugt wird. 

Denn durchläuft a die Gerade G, so drehen sich A und 
A' um g resp. g' und beschreiben homologe Strahlenböschel 
der Collineation des § 2, ihr Schnittpunkt a durchläuft also 
Ä. Geht G durch jp, so entspricht ihr nur mehr eine Gerade G' 
durch jp, indem die Büschel (g) und (g') perspektivisch werden. 

Das von a beschriebene gerade Gebilde auf G ist pro- 
jektivisch jedem der Polarenbüschel {g) und ((/'), und diese sind 
projektivisch dem krummen Gebilde, welches a auf Ä be- 
schreibt, also wird der Büschel p(a) A 2>(ö), denn Ä geht durch 
p. Da nun den Punkten des Strahles pa die Punkte des 
Strahles ^ a in der Steiner'schen Verwandtschaft entsprechen, 
und diese involutorisch ist, so ergibt sich der 

Lehrsatz 2. Prqjicirt man die einander entsprechenden 
PunTcte a, a der Steine/ sehen Verwandtschaft aus einem Haupt- 
punkte derselben j so erhält man eine Strahleninvolution. 

Ist das Poldreieck pqr reell und seine Ecken p, q, r 
von einander verschieden, so werden in den Ecken Strahlen- 
involutionen auftreten, deren Paare entsprechende Punkte der 
Steiner'schen Verwandtschaft tragen. In jeder Involution sind 
die zwei Seiten des Hauptdreieckes ein Paar. 




Es mögen nun die Involutionen in r und q elliptisch Fig. eo. 
sein, dann wird dem Punkte a, der im Winkelraume rpq 

8* 
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ausserhalb des Dreieckes liegt, notwendig ein Punkt a ent- 
sprechen, der innerhalb des Dreieckes gelegen ist, denn ra 
und ra müssen durch die Strahlen rg und rp getrennt werden, 
ebenso ga und ga durch g/? und gr. Da nun a und a in 
demselben Winkelraume rpg liegen, so werden 'ga und pa 
von |)r und jpj; nicht getrennt, daher ist die Involution in jp 
hffperbolisch. 
Fig. 61. Sind die Involutionen in jp und q hyperbolisch, so mögen 

sich ihre Deckstrahlen in a, 6, c, d schneiden, so dass 




Fig. 61. 



pac^pbd die Deckstrahlen in p und qad,qbc die Deck- 
strahlen in q sind. Der Punkt a fällt dann offenbar mit 
seinem entsprechenden a zusammen, also ist ra ein Deck- 
strahl der Involution in r, diese ist mithin auch hyperbolisch, 
und ihre zwei Deckstrahlen müssen die vier Punkte a, 6,c, rf 
enthalten. Diese bilden ein Viereck, dessen Diagonaldreieck 
pqr ist. Daher der 

Lehrsatz 3. Ist das Hauptdreieck pqr reell, so ist 
stets eine von den drei in p, q, r auftretenden Involutionen hy- 
perbolisch. Sind mei derselben hyperbolisch, so ist es auch 
die dritte. Ist eine elliptisch^ so ist es noch eine, die dritte ist 
aber hyperbolisch. 

Zusatz. Sind d , ^^ die Deckstrahlen der Involution 
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{ j9 } , SO haben K, K' auf J und J^ dieselben PoHnvolutionen 
[J] resp. {^i}. 

Fallen von den Ecken des Hauptdreieckes zwei oder alle 
drei in einen Punkt, so tritt nichtsdestoweniger in diesem 
eine Strahleninvolution auf, welche die entsprechenden Punkte 
der Steiner'schen Verwandtschaft projicirt. Es möge bemerkt 
werden, dass die Strahleninvolutionen nicht parabolisch sein 
können. 

Lehrsatz !• Ist pqr ein Tripel conjugirter Pole eines 
Polarsystems Kj mit reellem oder imaginärem Kegelschnitte^ und 
sind aa, &B, cc, . . . conjugirte Pole desselben, derart, dass die 
Strahlen pa pa, pb ph, pcpc, . . . in (p) eine Strahleninvo- 
lution {p} bilden, in welcher auchpqpr als Paar auftritt, 
so werden aa, 6b, cc, . . . auch aus q und r durch je eine In- 
volution [q] und {r} projicirt, in welcher die beiden Dretechs- 
seiten ein Paar bilden. Die Punkte p, q, r sind Hauptpunkte 
einer Stdner'schen Verwandtschaft, deren entsprechende Punkte 
aa, 6b, cc, . . . sind. 

Denn sei A die Polare von a für K, und A' irgend eine 
andere durch a gehende Gerade, so ist ein Polarsystem K' 
bestimmt, für das pqr ein Poldreieck und a, A' Pol und 
Polare sind (Kapitel IV, § 4, 3, Seite 92). Die Kegelschnitte 
K, K' bestimmen nun eine Steiner'sche Verwandtschaft, für 
die pqr Hauptdreieck und a, a ein Paar entsprechender 
Punkte sind. Der Steiner'schen Verwandtschaft gehört also in 
p die Involution \p\ zu, mithin sind auch 6b, et ... ent- 
sprechende Punkte, da sie auf Strahlenpaaren von \p\ liegen 
und für K conjugirte Pole sind. 

Zusatz. Der Lehrsatz 4 bleibt richtig, wenn q und r 
coincidiren und lautet dann: Werden die Punkte aa, 6b, cc, . . ., 
die conjugirt in Bemg auf K sind, aus einem Punkte q von K 
durch eine Strähleninvolution [ q } projicirt, in der der Tangente 
Q von K die Gerade P zugehört und ist p der Pol von P, so 
werden aa, 6b,cc. ... au^h aus p durch eine Strähleninvolu- 
tion {p) projicirt, die Q m einem Deckstrahle hat. 

Lehrsatz 6. Die Steiner'sche Verwandtschaft ist bestimmt 
durch einen Kegelschnitt K und die Involution [p] in p. 
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Zu jedem Punkte a kann der entsprechende a construirt 
werden als Schnittpunkt der Polare A von a für K und des 
Strahles von {p} ^ welcher^« conjugirt ist. 

§ 4. Die Schnittpunkte zweier Kegelschnitte. 

Da ein Kegelschnitt durch irgend fünf seiner Punkte 
vollkommen bestimmt ist, so können zwei Kegelschnitte K 
und Z', die in derselben Ebene liegen, höchstens vier Punkte 
gemeinschaftlich haben. Befinden sich K und K' in doppelter 
Berührung § 2 a), so sahen wir, dass die Anzahl gemein- 
schaftlicher Punkte thatsächlich vier ist, indem jeder Be- 
rührungspunkt für zwei Schnittpunkte zählt. Diese Be- 
rührungspunkte können conjungirt imaginär, reell und ver- 
schieden oder zusammenfallend sein. Wir wollen diesen Fall 
für das Folgende ausschliessen und setzen daher voraus, K 
und K' stehen nicht in doppelter Berührung. Wir unter- 
scheiden die vier Fälle b) des § 2. 

1) Das beiden Kegelschnitten K, K' gemeinsame Pol- 
dreieck pqr ist reell und dieselben haben; 

a) Einen Punkt a gemeinschaftlich, dann schneiden sie 
sich noch in drei weiteren reellen Punkten 6, c, d. Denn die 
i^ i^; 2; ^ auftretenden Involutionen der Steiner'schen Ver- 
wandtschaft sind alle hyperbolisch, indem die Strahlen, welche 
a projiciren, Deckstrahlen derselben sind, pqr ist Diagonal- 
dreieck des Viereckes ahcd. 

Umgekehrt, schneiden sich zwei Kegelschnitte K und K' 
in vier reellen Punkten a,by c, d, so ist das Diagonaldreieck 
pqr des Viereckes ahcd beiden Kegelschnitten conjugirt (Kap. 

m., § 7). 

ß) Keinen reellen Punkt gemeinschaftlich, dann müssen 
die Involutionen der Stein er'schen Verwandtschaft in zwei 
Ecken q, r elliptisch und in der dritten^ hyperbolisch sein. 
Sind ^, ^1 die Deckstrahlen der letzteren, so haben Ä" und 
K' auf ^ sowie auf ^^ dieselben Polinvolutionen und diese 
müssen elliptisch sein, denn ihre Deckpunkte gehören K und 
K' an. 

Umgekehrt, haben zwei Kegelschnitte dieselben elliptischen 
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Polinvolutionen auf den Geraden ^ und ^^ [solche Kegel- 
schnitte sind nach Kap. IV, § 1 stets möglich], so ist das beiden 
gemeinschaftliche Poldreieck reell. Denn ist p der Schnitt- 
punkt von J und ^i und p der zu p auf ^, p^ der zu p auf 
^^ conjugirte Punkt, so treten auf ppy= P zwei Punkte 
q, r auf, aus denen sich die Involutionen auf ^ und ^^^ in 
einander pröjiciren und pqr ist ein beiden Kegelschnitten 
conjugirtes Poldreieck. (Vergl. die Anmerkung Kap. IV, § 3, 
Seite 84.) 

Ist mithm das beiden Kegelschnitten gemeinschaftliche Pol- 
dreieck reell %md seine Ecken von einander verschieden^ schaben 
beide Kegelschnitte entweder vier reelle oder vier imaginäre Piinhte 
gemeinschaftlich. Die reellen Pmikte sind alle von einander ver- 
schieden und die imaginären bestehen am zwei Paa/r conjungirten, 
liegen daher auf zwei reiten Geraden. Die Umkehr dieses Satzes 
ist auch richtig, 

2) Von dem beiden Kegelschnitten gemeinsamen Pol- 
dreiecke ist nur eine Ecke p und die gegenüberliegende Seite 
P reell. Wir haben in § 2 gezeigt, dass in diesem Falle K 
und K' die Gerade P in den reellen Punkten g, h resp. g\ h' 
schneiden müssen, und dass g^ h von g\ K getrennt werden. 
In Folge dessen liegen g' und h' in verschiedenen Theilen der 
Ebene, in welche diese durch K zerlegt wird (Kap. III, § 7, 
Folgerung 4 zu Lehrsatz 2, Seite 64). Denkt man sich daher 
einen Punkt auf K'y von g' ausgehend, diesen beschreiben, 
so muss er nach h' gelangen, und da K' eine geschlossene 
Linie ist, von da wieder nach g\ ohne den Sinn der Be- 
wegung zu ändern. Daher muss der Punkt zweimal die Kegel- 
schnittslinie K überschreiten, oder K und K' haben wenigstens 
zwei reelle Schnittpunkte. Ist a einer derselben, so ist 2?« = ^ 
ein Deckstrahl der in p auftretenden Involution [p] der 
Steiner'schen Verwandtschaft, mithin existirt noch ein zweiter 
Deckstrahl ^^ . Die Polinvolution auf ^ und ^^ von K ist 
dieselbe, wie die von K\ Die auf jd ist hyperbolisch, da a 
ein Deqjkpunkt ist, mithin existirt noch ein Deckpunkt b und 
dieser ist ein Punkt von K und K\ Die Involution auf J^ 
ist elliptisch, denn wäre sie hyperbolisch, so würde der Fall 
1) a) vorhanden sein, also könnte das Poldreieck nicht ima- 
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ginar sein. Die Punkte a, b auf ^ werden durch p und den 
Schnittpunkt p von jd mit P harmonisch getrennt. 

Umgekehrt, haben zwei Kegelschnitte K und K' zwei 
reelle Punkte a, h und zwei conjungirt imaginäre gemein- 
schaftlich [solche Kegelschnitte können gezeichnet werden 
Kap. IV, § 1, Aufgabe 3, Seite 70], so ist das Poldreieck, wel- 
ches beiden gemeinschaftlich angehört, imaginär. Es ist der 
Schnittpunkt p von ab ^= ^ mit der Geraden ^j, welche die 
conjungirt imaginären Punkte trägt, Pol für beide Kegel- 
schnitte der Geraden P, welche die Punkte p und p^ von jd 
resp. ^1 enthält, die p in den Polinvolutionen {^}, {-^i} 
entsprechen. Daher muss p ausserhalb K und K' liegen, 
denn jd^ schneidet beide in imaginären Punkten, mithin schnei- 
den K und K' die Gerade P in reellen Punkten </, h resp. 
g\ h\ Die Punkte g, h und g\ 1% müssen einander trennen, 
denn sonst existirte ein Punktepaar g, r, welches sowol ^, % 
als g\ h' harmonisch trennt, also wäre pqr ein beiden 
Kegelschnitten Ä", K' gemeinschaftliches Poldreieck und diese 
hätten ausser a, b noch zwei reelle Schnittpunkte, was un- 
möglich ist, da sie auf J^ dieselbe Polinvolution besitzen. 
(Vergl. Aufgabe 3, Kap. IV, § 1, Seite 70.) 

Ist also von dem gemeinschaftlichen PoldreiecJce beider Kegel- 
schnitte nur eine Ecke p und die gegenüberliegende Seite reellj 
so schneiden sich die Kegelschnitte in zwei reellen^ von einander 
verschiedenen und zwei conjungirt imaginären Punkten. 

3) Fallen q und r auf P in den Punkt q zusammen, so 
dass das gemeinschaftliche Poldreieck beider Kegelschnitte 
aus p und dem doppelt gezählten Punkte q resp. aus P und 
der doppelt gezählten Geraden ^g = Q besteht, so haben wir 
schon gesehen, dass die Kegelschnitte einander in q berühren 
und Q ihre gemeinschaftliche Tangente ist. Daher ist die 
Involution der Steiner'schen Verwandtschaft in p hyperbolisch, 
indem Q ein Deckstrahl ist, dieselbe besitzt daher noch einen 
Deckstrahl J. Auf J haben K und K' dieselbe Polinvolu- 
tion; diese ist hyperbolisch oder elliptisch, je nachdem die 
Involution der Steiner'schen Verwandtschaft in q hyperbolisch 
oder elliptisch ist. Die Kegelschnitte haben also noch zwei 
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reelle von einander verschiedene, oder 0wei conjungirt imaginäre 
Fmikte gemeinschaftlich. 

Umgekehrt, berühren einander zwei Kegelschnitte K und 
K' in dem Punkte q und ist Q ihre gemeinseliaftlielie Tan- 
gente, so wird jeder Geraden G durch q ein Pol g für K 
und g' für K' auf Q entsprechen. Beschreibt G den Strahlen- 
büschel (g), so durchlaufen g, g' zwei projektivische Punkt- 
reihen, die in q, dem Pol von Q i^ K und K*, einen Deck- 
punkt besitzen, also noch einen zweiten p besitzen müssen. 
Gehört nun zu diesem die Polare P für JT und K\ und ist 
P von Q verschieden, so sind die Polinvolutionen von K und 
K' auf P hyperbolisch und q ist ein Deckpunkt beider, daher 
ist die ihnen adjungirte Involution parabolisch (Kap. IV, § 2, 
Folgerung 4 zu Lehrsatz 3), also besteht das beiden Kegel- 
schnitten gleichzeitig conjugirte Poldreieck aus p und dem 
doppelt gezählten Punkte q. 

Der Berührungspunkt q zählt für zwei Schnittpunkte 
von K und K\ die zwei anderen können reell und verschie- 
den oder conjungirt imaginär sein. 

4) Geht P durch p, so berühren einander jK" und K' in 
Pj und P ist ein Deckstrahl der in p auftretenden Involution 
der Steiner'schen Verwandtschaft. Daher existirt noch ein 
zweiter Deckstrahl ^. Auf diesem haben K und K! die näm- 
liche Polinvolution. Diese ist hyperbolisch und p ist ein Deck- 
punkt derselben. 

Also existirt noch ein solcher a, der vonp verschieden 
ist, da die Kegelschnitte jd nicht berühren können. Dieser 
Punkt a ist der einzige noch vorhandene Schnittpunkt beider 
Kegelschnitte. Denn würde noch ein Punkt h vorhanden sein, 
so wäre ph ein dritter Deckstrahl der Involution in p. In 
a können sich aber K und K' nicht berühren, weil sie dann 
in doppelter Berührung wären. Da nun K! bei a aus dem 
einem Gebiete der Ebene, in welches sie durch K zerlegt 
wird, in das andere übertritt, so muss dasselbe bei p ge- 
schehen d. h. K und K' können einander in p nicht ilos be- 
rühren, sondern es tritt noch jeder Kegelschnitt aus dem einen 
Gebiete der Ebene in das andere über, in welche jeder 
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derselben die Ebene zerlegt, die Kegelschnitte osculiren einan- 
der in jp oder haben daselbst drei Schnittpunkte gemein- 
schaftlich. 

Es folgt aus 3), dass wenn einander die Kegelschnitte 
K und K' in p osculiren und P ihre gemeinschaftliche Tan- 
gente ist, dann die projektivischen Punktreihen g^ g' auf P, 
welche von den Polen der Strahlen G von (p) für K und K'. 
beschrieben werden, zwei Deckpunkte besitzen, die beide in 
p fallen, und dass daher das beiden Kegelschnitten gemein- 
schaftliche Poldreieck aus dem einzigen Punkte p und der 
Geraden P besteht. 

Anmerkung. Aus dem Vorangehenden ist ersichtlich, 
dass sobald eiuer der Kegelschnitte imaginär ist, nur der 
Fall 1) ß) vorliegen kann. 

§ 5. Die gemeinsohaftliohen Tangenten zweier 
Eegelsohnitte. 

Durch Polarisirung unter Zugrundelegung eines beliebigen 
Polarsystems K erhalten wir aus den Sätzen des § 4 folgende 
Sätze über die gemeinschaftlichen Tangenten zweier Kegel- 
schnitte. 

Haben die Polarsysteme eine doppelte Berührung, so 
stehen ihre Polarfiguren ebenfalls in doppelter Berührung. 
Findet dieses nickt statt, so unterscheiden wir wieder die 
vier Fälle b) des § 2: 

1) Das beiden Kegelschnitten K, K gemeinsame Pol- 
dreieck pqr ist reell, und dieselben haben: 

a') Eine Tangente % gemeinschaftlich, so haben sie noch 
drei weitere reelle Tangenten 83, 6, S) gemeinschaftlich und 
dieselben bilden ein Vierseit, dessen Diagonaldreiseit das 
Dreieck pqr ist. umgekehrt, haben zwei Kegelschnitte vier 
reelle Tangenten 21, 83, ®, % gemeinschaftlich, so ist das 
Diagonaldreiseit des Vierseites 3(S3@^2) beiden gleichzeitig 
conjugirt. 

/5') Keine reelle Tangente gemeinschaftlich, dann müssen 
auf einer Seite P des Poldreieckes zwei Punkte d, 8^ vor- 
handen sein, in denen K und K' dieselben Polareninvolutionen 
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haben, ümgekelirt, haben K und K' in d und d^ dieselbe 
elliptische Polareninvolution, so ist das beiden gemeinschaft- 
liche Poldreieck reell. 

2) Von dem Poldreieck beider Kegelschnitte ist nur jp 
und P reell, dann haben K und K' zwei reelle von einander 
verschiedene und zwei conjungirt imaginäre Tangenten gemein- 
schaftlich. Umgekehrt, haben -BT und K' zwei reelle und zwei 
conjungirt imaginäre Tangenten gemeinschaftlich, so ist vom 
gemeinschaftlichen Poldreieck nur eine Ecke p und eine Seite 
P reell. 

3) Fallen zwei Ecken g = r in den Punkt q zusammen, 
so berühren einander K und K' in q und haben noch zwei 
reelle oder conjungirt imaginäre Tangenten gemeinschaftlich. 

4) Besteht das beiden Kegelschnitten gemeinsame Pol- 
dreieck aus dem einzigen Punkte jp und der Geraden P, so 
osculiren einander K und K' in p und haben noch eine reelle 
Tangente gemeinschaftlich. 

§. 6. Die gegenseitige Lage zweier Kegelschnitte. 

Fassen wir die Resultate der letzten zwei Paragraphen zu- 
sammen, so ergeben sich folgende mögliche Lagen zweier Kegel- 
schnitte gegen einander, wenn wir beide reell voraussetzen: 

a) Die Kegelschnitte K und K' stehen in doppelter Be- 
rührung und die Berührungspunkte sind: 

1) reell und getrennt auf C, dann berühren beide Kegel- 
schnitte die Geraden cg, ch und zwar können die Kegel- 
schnitte 

«) beide in demselben Winkelraurae verlaufen, also der 
eine den anderen einschliessen, oder 

ß) einer in einem, der andere im Nebenwinkelraume 
verlaufen, also jeder ganz aufserhalb des anderen liegen; 

2) conjungirt imaginär, dann mufs einer der Kegelschnitte 
ganz innerhalb des anderen verlaufen. Es seien a, a' und 
&, i' zwei Paare conjugirter Pole auf C, welche K und K' 
gemeinschaftlich sind. Projicirt man nun die Ebene beider 
Kegelschnitte auf eine andere @ so, dass C die unendlich 
ferne Gerade von @ wird und die Projektion von ca zu ca 
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senkrecht wird, ebenso die Projektion von cb senkrecht zu 
cb'*)f so ist die Projektion von K und K' je ein Kreis Ä 
und Ä', welche die Projektion c' von c zum gemeinsamen 
Mittelpunkt haben. Es ist umgekehrt klar, dass zwei con- 
centrische Kreise in doppelter Berührung stehen, da sie auf 
der unendlich fernen Geraden ihrer Ebene dieselbe Polinvo- 
lution besitzen, deren Pol in Bezug auf beide Kreise der ge- 
meinschaftliche Mittelpunkt ist. (Kap. IV, § 1, Anmerkung auf 
Seite 72.) 

3) Die Berührungspunkte auf G fallen zusammen in c, 
in welchem sich beide Kegelschnitte dann in vier auf ein- 
anderfolgenden Punkten schneiden und G zur gemeinschaft- 
lichen Tangente haben. Wird eine Centralcollineation be- 
stimmt durch c als Gentrum und G als Axe und wird einem 
Punkte a von K ein Punkt a von K' zugewiesen, so ist E' 
die CoUinearfigur von K 

h) Die Kegelschnitte K und K' stehen nicht in doppelter 
Berührung. Dann unterscheiden wir die vier Fälle bezüglich 
des ihnen gemeinsamen Poldreieckes: 

1) Das Poldreieck pqr ist reell, die Kegelschnitte haben: 

a) Vier reelle Schnittpunkte a, 6, c, d und vier reelle 
Tangenten Sl, S3, 6, S). Das Diagonaldreieck des Viereckes 
ah cd ist identisch mit dem Diagonaldreiseit des Vierseites 
Sl S5 ß 2) und zwar ist dasselbe das gemeinschaftliche Pol- 
dreieck pqr. Der eine Kegelschnitt verläuft zum Theil ausser- 
halb, zum Theil innerhalb des anderen. Beide Kegelschnitte 
schliessen dieselbe Ecke des gemeinsamen Poldreieckes ein. 

b) Vier imaginäre Schnittpunkte auf ^, ^^ und vier 
reelle Tangenten. Dann liegt jeder Kegelschnitt ganz ausser- 
halb des anderen. Denn da sie imaginäre Schnittpunkte 
haben, so muss entweder der eine K' ganz innerhalb des 
anderen K verlaufen, oder es liegt jeder ganz ausserhalb des 
anderen. Würde aber K' ganz innerhalb K verlaufen, so 



*) Legt man durch C eine Ebene @' und construirt in dieser 
über a . a und h .h' als Durchmesser zwei Kreise, die sich in o 
schneiden mögen, so wird B aus o auf eine zu (5' parallele Ebene © 
in der verlangten Art projicirt. 
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würden seine Tangenten alle K in zwei rellen getrennten 
Punkten schneiden und keine derselben könnte daher auch 
Tangente von K sein. Eine Ecke des gemeinsamen Pol- 
dreieckes liegt ausserhalb beider Kegelschnitte, von den beiden 
anderen liegt je eine innerhalb eines der Kegelschnitte. 

Umgekehrt, liegt jeder Kegelschnitt ganz ausserhalb des 
anderen, so haben sie vier imaginäre Schnittpunkte und vier 
reelle Tangenten. Denn die Gerade P schneidet dann K und 
K' entweder in reellen oder in imaginären Punkten. Ist ein 
Paar imaginär, so sind die Punkte g, r, welche gleichzeitig 
für K und K' conjugirte Pole sind, reell. Sind aber die 
Schnittpunkte gh^ g'h' von K und K' mit P reell, so müssen 
Qy h und g', h' einander ausschliessen, da es K und K' thun, 
also sind g, r, welche ^, h und g\ %' gleichzeitig harmonisch . 
trennen, wieder reell, mithin ist das Poldreieck reell und die 
Kegelschnitte haben vier imaginäre Schnittpunkte und vier 
reelle Tangenten gemeinschaftlich. 

c) Vier imaginäre Schnittpunkte auf -J, /i^ und vier 
imaginäre Tangenten in d, d^. Dann liegt der eine z. B. K! 
ganz innerhalb des anderen, wie aus V) folgt. Eine Ecke des 
gemeinsamen Poldreieckes liegt innerhalb beider Kegelschnitte. 

UAgekehrt, liegt Z^' ganz innerhalb -K', so haben beide 
Kegelschnitte vier imaginäre Schnittpunkte und vier imagi- 
näre Tangenten. 

b) Vier reelle Schnittpunkte a, 6, c, d und vier imaginäre 
Tangenten in 8 und 8^, Jeder Kegelschnitt verläuft zum 
Theil innerhalb, zum Theil ausserhalb des anderen. Eine 
Ecke des gemeinsamen Poldreieckes liegt ausserhalb beider 
Kegelschnitte, die beiden anderen je eine innerhalb eines der- 
selben. Die Polarfigur zweier derartig liegender Kegelschnitte 
ist der Fall b) und umgekehrt gibt der Fall b) durch Polari- 
sirung unter zu Grundelegung einer beliebigen Basis K diesen 
Fall b. Da nun der Mittelpunkt der Basis nie innerhalb 
beider Kegelschnitte liegen kann, wenn diese die Lage des 
Falles b) haben, so muss im Falle b) notwendig einer der 
Kegelschnitte eine Hyperbel sein. (Anmerkung auf Seite 100.) 

2) Vom Poldreiecke ist nur reell die Ecke jp und die 
gegenüberliegende Seite P. Beide Kegelschnitte haben zwei 
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reelle Schnittpunkte a, 6 auf A und zwei conjungirt imagi- 
näre auf ^1, sowie zwei reelle Tangenten Ä, S5 in d und 
zwei conjungirt imaginäre in 8^ gemeinschaftlich. 

3) Vom Poldreiecke fallen zwei Ecken ^ = r auf P in 
eine zusammen und zwei der Seiten § = JJ durch j? coin- 
cidiren. Die Kegelschnitte haben in g = r zwei zusammen- 
fallende Schnittpunkte und in § = i? zwei coincidirende Tan- 
genten gemeinschaftlich, überdiess können sie noch haben: 

a) zwei reelle Schnittpunkte und zwei reelle Tangenten, 

b) zwei imaginäre Schnittpunkte und zwei reelle Tan- 
genten, 

c) zwei imaginäre Schnittpunkte und zwei imaginäre 
Tangenten, 

b) zwei reelle Schnittpunkte und zwei imaginäre Tan- 
genten. 

Diese vier Fälle correspondiren den vier Fällen unter 1) 
und es ist leicht die Lage der Kegelschnitte gegeneinander 
anzugeben nach dem dort Gesagten. 

4) Das Poldreieck besteht aus dem Punkte jp und der 
Geraden P. Die Kegelschnitte osculiren einander in 2) und 
haben in P drei zusammenfallende Tangenten gemeinschaft- 
lich. Sie schneiden einander nur noch in einem Punkte a 
und haben nur noch eine Tangente Sl gemeinschaftlich. 

§ 7. Aufgaben betreffend zwei Kegelschnitte. 

Aufgabe 1. Zwei Kegelschnitte Ky K' sind durch irgend 
welche Bestimmungsstücke gegeben, man kennt das gemein- 
schaftliche Paar Pol und Polare p, P; es sind ihre Schnitt- 
punkte und ihre gemeinschaftlichen Tangenten zu construiren. 

Es seien a, h irgend zwei Punkte der Ebene A^ A' und 
Bf B' ihre Polaren für K resp. K\ so ist der Schnittpunkt 
a, b von AA' resp. BB' zu a resp. 6 conjugirt für beide 
Kegelschnitte, also sind ^a, pa und j}6, j}b zwei Paare der 
Involution [p ] der Steiner'schen Verwandtschaft- Ihre Deck- 
strahlen 2i/, ^j tragen je zwei der Schnittpunkte von K und K\ 
welche sich daher als Schnittpunkte von ^ und J^ mit K 
nach Aufgabe 1 des § 2, Kap. IV, Seite 76 bestimmen. 
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Wäre {p} elliptisch, so muss das K und K' conjugirte 
Dreieck pjr reell sein, und eine der Involutionen {r} und 
[q\ iat nodoL elliptiaeh, die dritte ist hyperbolisch. Die letztere 
ist leicht aus der Lage der Punkte aa, 5B gegen je> 9 r heraus- 
zufinden, g, r selbst ergeben sich als das gemeinschaftliche 
Paar der Involutionen, die K und K' auf P induciren. 

Um die gemeinschaftlichen Tangenten von J?' und Ä^' zu 
construiren, bestimme man zu den Geraden -4, 5 die Pole 
a, a und 6, V für JTund K\ dann ist aä^= Sl und W= 83 
die conjugirte Polare von A resp. B für beide Kegelschnitte. 
Die Schnittpunkte von Ay % und B, S3 mit P bestimmen 
zvrei Paare einer Involution {P}, deren Deckpunkte S, 8^ die- 
selbe Polareninvolution für K und Ä^' haben. Die Deck- 
strahlen dieser sind gemeinschaftliche Tangenten von £ und Z"', 
Ist {P} elliptisch, so ist das Poldreieck PQB reell und 
auf einer der Seiten B und Q ist die Involution noch ellip- 
tisch, auf der dritten hyperbolisch. Aus der Lage der Ge- 
raden A, ?l, P, S3 lässt sich die Seite leicht erkennen, auf 
der die Involution hyperbolisch ist. Q, B ergeben sich als 
das gemeinschaftliche Paar der Involution conjugirter Polaren, 
welche K und K' in p induciren. 

Die vorstehenden Construktionen lassen sich alle mit 
Lineal und Zirkel durchführen. 

Aufgabe 3. Es sind zwei Kegelschnitte K^ K' gegeben; 
man bestimme ihre Schnittpunkte. 

Nach dem Vorgange der §§ 2 und 1 bestimme man p 
und P, wodurch diese Aufgabe auf die vorhergehende zurück- 
geführt ist. 

Aufgabe 3. Von zwei Kegelschnitten Ky K' sind ge- 
geben zwei Schnittpunkte auf der Geraden -^; man suche die 
anderen zwei, und die gemeinschaftlichen Tangenten der 
Kegelschnitte. 

Ist ^3 der Pol von ^ für K und ^3' der für K\ so hat 
die Gerade ^= P denselben Pol p für Z" und K\ der auf A 
liegt und zu dem Schnittpunkte p^ von P mit ^ conjugirt 
ist in der Involution, die K oder K' auf A induciren. Sind 
a, a ein Paar conjugirter Pole für K und Z"', so ist die In- 
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Yolution [p] bestimmt; indem ^ ein Deckstrahl ist, also ^^ 
von pUj pa durch ^ harmonisch getrennt wird. ^^ ist also 
mit dem Lineal allein construirbar. 

Die zwei Schnittpunkte auf ^^ und die gemeinschaft- 
lichen Tangenten bestimmen sich wie in der Aufgabe 1. 

Aufgabe 4. Von zwei Kegelschnitten K^ K' sind ge- 
geben zwei gemeinschaftliche Tangenten durch die Involution 
[d)f man suche die zwei anderen gemeinschaftlichen Tan- 
genten und die vier Schnittpunkte. 

Diese Aufgabe ist die duale zu der dritten, ihre Lösung 
also durch diese gegeben. 

Aufgabe 5. Von zwei Kegelschnitten sind drei Schnitt- 
punkte gegeben; man suche den vierten Schnittpunkt und die 
gemeinschaftlichen Tangenten. 

Liegen zwei der Schnittpunkte auf J (dieselben können 
auch conjungirt imaginär sein) und ist a der dritte Punkt, 
so bestimme man wie in der Aufgabe 3 den Punkt p und 
die Gerade P, dann geht p a durch den letzten Schnittpunkt h, 
welcher p, P von a harmonisch trennt. Diese Construktion 
ist mit dem Lineal allein durchführbar. 

Die gemeinschaftlichen Tangenten ergeben sich wie in 
der Aufgabe 1. 

Aufgabe 6. Von zwei Kegelschnitten sind gegeben drei 
gemeinschaftliche Tangenten; es ist die vierte gemeinschaft- 
liche Tangente zu construiren, und die vier Schnittpunkte der 
Kegelschnitte zu bestimmen. 

Die Aufgabe ist die duale zu der Aufgabe 6, also durch 
diese bereits gelöst. 

Zusatz. Ein Kegelschnitt K und ein mit ihm concen- 
trischer Kreis ^ haben ein gemeinschaftliches Poldreieck, 
dessen Seiten die unendlich ferne Gerade und die Axen 
des Kegelschnittes sind. Nach dem Vorstehenden lassen sich 
demnach leicht die zwei Geraden ^, ^^ finden, welche die 
gemeinschaftlichen Schnittpunkte tragen. Sind die Schnitt- 
punkte reell, so bilden sie die Ecken eines Rechteckes. 



VI. Kapitel. 

Kegelschnittbttscliel. — Kegelschnittschaar. — 

Kegelschnitte in doppelter Berflhrang. — Metrische 

Relationen. 

§ 1. Der Eegelschuittbüsohel. 

Die Betrachtungen des vorigen Kapitels ergaben als wich- 
tigste Folgerung, dass in der Ebene zweier Kegelschnitte 
Ky K' stets wenigstens ein bestimmtes Geradenpaar ^, ^^ 
existirt, auf dem -K" und JK^' dieselbe Involution conjugirter Pole 
[<d]y {^i] induciren. Der Schnittpunkt p von ^, ^^ hat für 
beide Kegelschnitte dieselbe Polare P, welche -J, J^ in !p, pi 
schneidet, so dass jjp ein Paar von {^} und pp^ ein 
solches von {^1} sind. 

Durch jeden Punkt a der Ebene geht ein bestimmter 
Kegelschnitt Ka, der {^]y {^i] zu Polinvolutionen besitzt 
(Kap. IV, § 1). Die Gesammtheit dieser Kegelschnitte heisst 
Kegelschnitthüschel, 

Ist eine der Involutionen hyperbolisch, d, d ihre Deck- 
punkte, so gehen alle Kegelschnitte Ka durch rf, d] diese 
heissen Basis- oder Grundpunkte des Büschels. Die elliptische 
Involution stellt ein Paar conjungirt imaginärer Basispunkte 
des Büschels dar. Ist eine der Involutionen { jd } parabolisch^ 
d ihr Deckpunkt, so berühren alle Kegelschnitte K die Ge- 
rade ^ in d. Dieser stellt zwei zusammengefallene Grund- 
punkte des Büschels dar. Den Fall, dass {/!] und [•d^] beide 
parabolisch sind, wollen wir später besonders betrachten, ihn 
also im Folgenden ausschliessen. 

Lehrsatz 1. Einem beliebigen Funkte a ist für alle Kegel- 
schnitte des Büschels ein bestimmter Punkt a conjugirty oder die 

BoBBK, proj. Oeometrle. 9 
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Polaren A des Punktes a für die EegelschniUe des Büschels 
bilden einen Strahlenbüschel (a). 

Denn die Steiner'sche Verwandtschaft, welche K, K' be- 
stimmen, hat p zum Hauptpunkt und ^, ^^ zu Deckstrahlen 
der Involution {p}, dieselbe ist durch K und ^, J^ bestimmt, 
(Kap. V, § 3, Lehrsatz 5) ändert sich also nicht, wenn an 
Stelle von K' irgend ein Kegelschnitt K^ des Büschels ge- 
setzt wird. 

Dem Punkte p gehört P ,als Polare für alle Kegelschnitte 
des Büschels zu. Sind {^] und [<d^] beide hyperbolisch 
oder elliptisch, so existiren auf P noch zwei Punkte ^, r, die 
für alle Kegelschnitte des Büschels einander conjugirt sind. 
(Vgl. die Anmerkung auf Seite 80.) p qr ist ein Poldreieclc, 
welches allen Kegelschnitten des Büschels angehört. Seine Seiten 
mögen mit P, Q, B bezeichnet sein. 

Berühren alle Kegelschnitte des Büschels in d die 2^, 
so sind q^r in. d zusammengefallen, und wenn sich alle Kegel- 
schnitte in p osculiren, so fallen in diesen auch $, r hinein. 

Ist eine der Involutionen { ^ } , { ^i^ } elliptisch, die andere 
hyperbolisch, so ist das allen Kegelschnitten des Büschels 
conjugirte Dreieck imaginär, nur p und P sind von demselben 
reell. Die beiden auf P liegenden conjungirt imaginären Ecken 
sind die Deckpunkte der Involution {P}, welche zu irgend 
zweien der Polinvolutionen adjungirt ist, die zwei Kegelschnitte 
des Büschels auf P induciren (Kap. IV, § 2, Seite 80). 

Lehrsatz 2. Wird dem Punkte a irgend eine durch a 
gehende Gerade A als Polare mgetoiesen^ so ist der Kegelschnitt 
des Büschels dadurch vollständig bestimmt 

Es möge pa '^ L von A in a' geschnitten werden und 
p' sei der Schnittpunkt von L mit P. Die durch die Paare 
aa\ pp' gegebene Involution [L] bestimmt nun mit [^] 
und { .^1 } zusammen nach der Folgerung 1 zum Lehrsatze 1 
des § 4, Kap. IV das verlangte Polarsystem. Denn für dieses 
muss die Polare von a durch a' und durch a gehen, daher 
ist sie A, 

Wird a auf P angenommen, so muss A durch p gehen. 
Ist a' der Schnittpunkt von A mit P, so ist apa' ein Pol- 
dreieck des verlangten Polarsystems. Wird nun /:!' so be- 
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stimmt, dass es -^ von p a und p a harmonisch trennt und Fig. 62. 
die Involution { A } aus a oder a auf A' in die Involution { A' \ 
projicirt, so bestimmen {-^}, 
{^1} und \A'\ wieder das 
Polarsystem. 

Speciell kann a als Pol 
von^i/ gewählt werden. Man 
erhält in dieseln Falle alle 
Kegelschnitte des Büschels, 
wenn man a die Gerade P 
durchlaufen lässt, und jeden Hg. 62. 

nur einmal. 

Der Ordnungskegelschnitt des Polarsystems kann nur 
dann imaginär sein, wenn beide Involutionen {-^}, {A^\ 
elliptisch sind, also das Poldreieck reell ist. 

Folgerung 1. Werden einem Punkte a der Ebene der 
Reihe nach alle Strahlen A des Büschels (a) als Polaren 
zugewiesen, so erhält man alle Kegelschnitte des Büschels 
und jeden nur einmal. Die Mannigfaltigkeit der Kegelschnitte 
des Büschels ist mithin dieselbe, wie die der Strahlen eines 
Strahlenbüschels. 

2. Der Kegelschnitt des Büschels ist bestimmt, wenn 
ein Paar conjugirter Punkte a, a desselben gegeben sind. 
Denn aa' ist die Polare von a. 

3. Der Kegelschnitt Ka des Büschels, der durch a geht, 
berührt die Gerade aa. 

Lehrsatz 3. Der Ort der Fole g, g\ g' einer festen 

Geraden G der Ebene in Bemg auf die Kegelschnitte X, K\ 
K" . , . des Büschels ist derjenige Kegelschnitt Ä, welcher der 
Geraden G in der Steiner*schen Verwandtschaft entspricht. 

Denn S ist das Erzeugnis der Polarenbüschel (g) J\ (jg') 
der Punkte a von G für K und K\ Also liegen die Pole 
g, g' von G für K^ K' auf Ä. Da an Stelle von K' irgend 
ein Kegelschnitt f des Büschels treten kann, ohne dass 
sich die Steiner'sche Verwandtschaft ändert, so liegt auch der 
Pol g' von G für Z" auf Ä. p ist der Pol von G für 
den aus A, A^ bestehenden Kegelschnitt des Büschels, also 
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Fig. 63, 



für alle Geraden der Ebene fest. Ebenso sind g, r die Pole' 
für die in g und r sich schneidenden Geradenpaare, welche 
die Grundpunkte des Büschels enthalten, für jede Gerade 
der Ebene. 

Folgerung 1, Sind a, 6 zwei Punkte der Ebene, Ay B 
ihre Polaren für den Kegelschnitt K des Büschels, so be- 
schreiben Aj B zwei projektivische Strahlenbüschel (a), (b), 
wenn K den Kegelschnittbüschel durchläuft. Denn (a) A (6) 
erzeugen den Kegelschnitt S, welcher ab = G entspricht. 

2. Die Mittelpuokte der Kegelschnitte eines Büschels 
liegen auf einem Kegelschnitte Ä«, welcher 6?« entspricht. 

Lehrsatz 4. Die Kegelschnitte des Büschels schneiden eine 
Gerade G der Ebene in Funlitepaaren einer Involution y welche 
Polinvohition von Ä ist. 

Es mögen m, n die Schnittpunkte irgend eines Kegel- 
schnittes K des Büschels mit G sein, m, n die ihnen in der 




Fig^ 63. 

Steiner'schen Verwandtschaft entsprechenden, dann sind mm 
und nn Tangenten von K in m und n und ihr Schnittpunkt g 
ist der Pol von G für K. Wird G von mn in c geschnitten 
und schneiden sich mn und nm in c, so sind c, C conjugirte 
Pole für alle Kegelschnitte des Büschels, denn m, m und n, n 
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sind solche (Kap. III, § 7, Lehrsatz 3). Die Punkte m, n, 
Qj C liegen mithin auf Ä und der Schnittpunkt y von gt mit 
ntn ist der Pol von G für Ä, also sind w, n conjugirte Pole 
von Ä, da sie die Projektionen von g aus m und n auf G sind 
(Kap. III, § 6, Folgerung 3 zu Lehrsatz 2, Seite 61). 

Die Schnittpunkte von ^ und ^^ mit G sind auch ein Fig. 64. 
Paar der Involution. Denn schneidet G die ^ in 6 und J^ 




Fig. 64. 



in &i, und sind b, \ die ihnen conjugirten Punkte, so ist 
auch der Schnittpunkt e von b b^ mit G conjugirt zum Schnitt- 
punkt e von h\ mit ft^b für alle Kegelschnitte des Büschels, 
also liegen b, bj und C auf Ä, welcher auch durch p, den 
Schnittpunkt von 2i/, ^j, geht. Daher ist y auch der Schnitt- 
punkt von \ b mit p e und mithin 6, 6^ ein Paar conjugirter 
Pole von Ä. 

Sind beide Involutionen [^] y [^i] hyperbolisch, d, 8 
und di, tfj ihre Deckpunkte, so schneiden auch die Geraden 
dd^j dd^ und dd^ d^d je ein Paar der Involution aus, die Ä 
auf G inducirt, diese ist mithin gleich durch drei ihrer Paare 
bestimmt (Desargue'scher Satz Kap. I, § 3, Lehrsatz 3). 

Aber auch, wenn die Involutionen {^}, {^i} nicht 
beide hyperbolisch sind, tritt auf G sogleich noch ein Paar 



134 



VI. § 1. Eegelsohnittbüschel. 



der Involution auf, welche die Kegelschnitte des Büschels 
auf derselben ausschneiden. Denn schneidet pe den ^ in ^, 
Fig. 64. so liegt der zu § conjugirte Punkt s notwendig im Schnitt- 
punkte von pt mit 6r, denn pe, pt sind ein Paar der Invo- 
lution {2?} der Steiner'schen Verwandtschaft, und 3 liegt auf Ä, 
sein entsprechender mithin auf G, Da nun e, C und s, 3 
conjugirte Pole sind für alle Kegelschnitte des Büschels, so 
sind auch der Schnittpunkt e^ von 3e mit es und der Punkt jp, 
Schnittpunkt von ei mit e^, conjugirt für alle Kegelschnitte 
des Büschels; also ist e^ der Schnittpunkt von P mit G, 
denn alle zu p conjugirten Punkte für alle Kegelschnitte des 
Büschels liegen auf P. Da pc durch y geht, so schneiden 
ip und 3 c die 6r in den conjugirten Polen e, e^ von Ä. 




Fig. 64. 



Durch die zwei Paare hb^ und ee^^ ist also die Invo- 
lution auf G sofort bestimmt. 

Sind ^, t die Deckpunkte der Involution auf G, also 
Punkte von Ä, m, n und m', n' die Schnittpunkte irgend 
zweier Kegelschnitte des Büschels, so trennen t, t sowol m, n 
als m', w' harmonisch, also sind t, t conjugirte Pole für K 
und JT' oder für alle Kegelschnitte des Büschels, mithin sind 
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tf t einander entsprechende Punkte der Steiner'schen Ver- 
wandtschaft. 

Folgerung 1, Ist die Involution, welche die Kegel- 
schnitte des Büschels auf G ausschneiden elliptisch, so muss 
jeder Kegelschnitt K in zwei reellen Punkten schneiden. 
Denn würde irgend einer K^ die G in zwei conjungirt ima- 
ginären Punkten schneiden, so müsste das Paar ^, t, welches 
für E^ und irgend einem zweiten K gleichzeitig conjugirt ist, 
reell sein, als gemeinschaftliches Paar zweier Involutionen, 
von denen eine elliptisch ist (Kap. IV, § 2, Folgerung 1 zu 
Lehrsatz 3, Seite 80). 

Da die Schnittpunkte m,n und w', w' irgend zweier 
Kegelschnitte Ky K' mit G einander trennen müssen, sobald 
die Involution auf G elliptisch ist, so ist von den Involu- 
tionen {^] und [^i] eine notwendig hyperbolisch. Denn 
m', n liegt in verschiedenen Gebieten der Ebene, in welche 
diese durch K zerlegt wird, also müssen sich K und K' in 
zwei getrennten Punkten schneiden. Es ist mithin eine der 
Involutionen {^}, \^i] hyperbolisch oder heide. 

2. Es gibt höchstens zwei Kegelschnitte des Büschels, 
welche eine Gerade G berühren. Ihre Berührungspunkte sind 
ty t und nur wenn diese reell sind, existiren die Kegelschnitte, 
welche G berühren. Es gibt dann auch stets Kegelschnitte 
des Büschels, welche G nicht reell schneiden. 

Sind tj t conjungirt imaginär, so existirt kein Kegel- 
schnitt des Büschels mit reellem Polarsystem, der G be- 
rühren würde. 

Aus der Bemerkung in 1. folgt, dass wenn { ^ ] und { ^^ ] 
elliptisch sind, jede Gerade der Ebene von zwei reellen Kegel- 
schnitten des Büschels berührt wird, indem dann t, t stets 
reell sein müssen. 

Zusatz 1. Ist der Mittelpunktskegelschnitt ^oo des 
Büschels eine Ellipse, so enthält der Büschel nur Hyperbeln. 
Tritt im Büschel eine Ellipse auf, so ist ^^d eine Hyperbel; 
es treten dann unendlich viele Ellipsen und Hyperbeln auf 
und zwei Parabeln, welche die Asymptoten von Ä«, zu Axen- 
richtungen haben. Ä« kann nur eine Parabel sein, wenn ein 
Basispunkt des Büschels im Unendlichen liegt. 
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Enthält der Büschel einen Kreis, so ist ^„ eine gleich- 
seitige Hyperbel, denn ihre Asymptotenrichtungen sind con- 
jugirte Pole für den Kreis. 

Ist Äoo selbst ein Kreis, so enthält der Büschel lauter 
gleichseitige Hyperbeln, indem die Schnittpunkte der Hyper- 
beln auf Jf„ conjugirte Pole für den Kreis sein müssen. 

Enthält der Büschel zwei Kreise, so ist er ein Kreis- 
büschel, alle seine Kegelschnitte sind Kreise und ihre Mittel- 
punkte liegen auf einer Geraden, die senkrecht steht zu der 
Geraden ^, welche die im Endlichen liegenden reellen oder 
imaginären Basispunkte des Büschels trägt. /I heisst (7Aor- 
dcüe des Kreisbüschels. Die andern zwei Basispunkte sind 
die Deckpunkte der circularen Involution auf G^ und heissen 
die inrnginären Kreispunkte der Ebene. Ein Kreisbüschel ist 
durch zwei seiner Basispunkte reell, oder conjungirt imaginär, 
bestimmt. 

2, Man kann häufig den Kreisbüschel zur Vervollstän- 
digung der Involution mit Vortheil benützen. Sind auf 
einer Geraden G zwei Punktepaare aa' und hV gegeben und 
sollen beliebige Paare der durch sie bestimmten Involution 
{6r} construirt werden, so lege man durch a, a irgend 
einen Kreis K und durch 6, 6' einen Kreis K\ der K in 
zwei Punkten g, 1^ schneidet, dann schneidet jeder Kreis Jf" 
durch g, 1^ die 6r in einem Paare der Involution [G]. Die 
Kreise, welche G berühren, bestimmen die Deckpunkte der 
Involution. Sie sind die Schnittpunkte des Kreises, dessen 
Mittelpunkt o, der Schnittpunkt der Chordale g 1^ mit G, ist, 
und der Z*, also auch K\ K" . . . orthogonal schneidet, o ist 
Mittelpunkt der Involution. 
Fig. 65. Ist {6r} elliptisch, so kann man K und K' über a.a 

resp. 6.6' als Durchmesser beschreiben, dann steht gi) = 6J 
senkrecht zu 6r, und der Kreisbüschel hat seine Mittelpunkte 
auf 6r. Projicirt man aus einem beliebigen Punkte x von K 
die Punkte a, a auf ® nach a, a', so durchlaufen a, a' auf 
® eine Involution {©}, während x den K beschreibt, deren 
Deckpunkte g, 1^ sind (Kap. III, § 6, Folgerung 3 zu Lehr- 
satz 2). 

Dieselbe Involution {©} muss man erhalten, wenn an 
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Stelle von K irgend ein Kreis K' genommen wird, oder 
schneidet a6 den K' in y^ so geht yV durch a'. 

Beschreibt man über a . a' als Durchmesser den Kreis Ä, 
so muss dieser sowol durch x als durch y gehen, wegen der 
rechten Winkel an diesen Punkten. Da für diesen Kreis ^ 
die Geraden @ und G conjugirte Polaren sind [der Pol von 
@ liegt im unendlichen senkrecht zu ®], so geben die Pro- 
jektionen von X und y aus a, a' auf G je ein Paar con- 
jugirter Pole von Ä auf G d. h. der Kreis Ä hat auf G die 




Fig. 65. 

Polinvolution {G], Daher bilden alle Kreise Ä einen Büschel, 
dessen Basispunkte die conjungirt imaginären Deckpunkte 
der elliptischen Involution [G] sind. 

Da g, ]^ die Deckpunkte der Involution {©} sind, deren 
Mittelpunkt o ist, so folgt 

og* = oa . oa' 
d. h. der Kreis Z^, welcher mit og beschrieben ist, schneidet 
Ä orthogonal in z und z^, Ist nt der Mittelpunkt von Ä, so 
wird daher auch 

vxi = mg . ml^ 
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d. h. der Kreis Ä schneidet alle Kreise JBT, K\ K'' . . ., die 
durch g, 1^ gehen^ orthogonal. 

Mithin schneidet jeder Kreis ffi jeden Kreis K orthogonal. 
Solche zwei Kreisbüschel werden conjtigirte Kreisbüschel ge- 
nannt. Durch jeden Punkt der Ebene geht ein Kreis des 
einen Büschels und einer des zweiten Büschels^ die einander 
orthogonal schneiden. 

Man sieht^ wie man irgend einen Kreis K dazu verwenden 
kann, die hyperbolische Involution auf @ zu vervollständigen. 

Aufgabe 1, Es sind vier Funkte gegeben, die paarweise 
conjungirt imaginär sein können; man construire die beiden 
Kegelschnitte, welche eine beliebige Gerade G berühren und 
durch die Punkte gehen. 

Speciell: Man construire die beiden Parabeln, welche 
durch die vier Punkte gehen. 

Die Aufgabe hat nur dann eine Lösung, wenn die In- 
volution auf G, die der Kegelschnittbüschel ausschneidet^ 
hyperbolisch ist. 

Aufgabe 3. Von einem Kegelschnitte sind gegeben vier 
Punkte, die auch paarweise conjungirt imaginär sein können, 
man construire den Kegelschnitt, für den die Punkte a, a 
conjugirte Pole sind. -Man kann die Aufgabe nach der 
Folgerung 2 zu Lehrsatz 2 lösen, aber auch so: 

Man bestimme in der Involution auf aa' «=» Gy welche 
der Büschel daselbst ausschneidet, das Paar, welches a, a 
harmonisch trennt. Ist es reell, so stellt es zwei Funkte des 
verlangten Kegelschnittes dar. Ist es imaginär, was nur ein- 
treten kann, wenn ^, t reell sind, so stellen ty t und a, a zwei 
Paare conjugirter Pole des zu construirenden Kegelschnittes 
auf G dar, wodurch seine Polinvolution auf G bekannt, und 
dieser mithin construirbar ist. Er kann natürlich imaginär 
werden, sein Polarsystem ist aber reell und bestimmt. 

Lehrsatz 6. Die Kegelschnitte^ welche durch drei Punkte 
a, 6, c gehen und die Paare m, m; n, n, . . . einer Involution 
[ G } auf der Geraden G enthalten, bilden einen Büsdid. 

Denn legt man K durch a, &, c, w, tn, undJf' durch 
a, &, c, n, n, so haben beide Kegelschnitte drei Schnittpunkte 
a, b, c, also noch einen d. Der Büschel durch a, 6, c, d 
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schneidet G in der Involution {Cr}. Von den drei Punkten* 
a, b, c können zwei auch conjungirt imaginär sein. ' 

Aufga1t>e 3. fls sind drei Punkte a, h, c gegeben; man 
bestimme den Kegelschnitt, der durch dieselben geht, und 
für den die weiter gegebenen zwei Punktepaare x, j und y, t) 
conjugirte Pole sind. Liegen x, j und y, \) auf einer Ge- 
raden, so ist auf dieser die Polinvolution gegeben , also der 
Kegelschnitt nach Kap. IV, § 1, Aufgabe 3, Seite 70 bestimmt. 
Anderenfalls lege man durch a, b, c und irgend zwei Punkte- 
paare, welche x, j auf a? J «= 6? harmonisch trennen, zwei 
Kegelschnitte K und K\ welche sich noch in dem Punkte d 
schneiden. Für den durch K, K* bestimmten Büschel sind 
dann rc, j conjugirte Punkte, und der Kegelschnitt Ko ist 
bestimmt, für den y, ^ conjugirt sein sollen (Aufgabe 2). 

Ko ist stets reell, da ein Punkt von den gegebenen reell 
sein muss. 

Aafga1t>e ic. Von einem Kegelschnitte sind gegeben zwei 
Punkte a, b und drei Paar conjugirter Pole x, J; y, \^\ Zy J; 
der Kegelschnitt ist zu construiren. 

Man nehme einen willkürlichen Punkt c der Ebene an 
und construire nach der Aufgabe 3 den Kegelschnitt Koy der 
durch a, fc, c geht und für den ä:, j; y, ^ conjugirte Pole 
sind. Dasselbe mache man für einen zweiten Punkt c, wo- 
durch man Ko erhält. Die Kegelschnitte Koy Ko bestimmen 
einen Büschel, zu dessen Basispunkten a, b gehören, und für 
den Xy l und y, ^ conjugirte Pole sind. Der Kegelschnitt K 
dieses Büschels, für den noch z^ ) conjugirt sind, ist nach 
der Aufgabe 2 zu construiren. Dieser Kegelschnitt kann nur 
dann imaginär sein, wenn a, b conjungirt imaginär sind. 

Aafga1t>e 5. Von einem Kegelschnitte sind gegeben ein 
Punkt a und vier Paar conjug4rter Pole a?, E; y, ^; z, j; ty t; 
derselbe ist zu construiren. 

Man nehme einen willkürlichen Punkt b an und con- 
struire nach Aufgabe 4 den Kegelschnitt K, der a?, j; y, ^; z,i 
zu conjugirten Polen hat, und für einen zweiten Punkt b' den 
Kegelschnitt K', der dieselben conjugirten Pole hat. K, K' 
bestimmen dann einen Büschel, in welchem der Kegelschnitt 
bestimmt ist, der iy t zu conjugirten Polen besitzt. 
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^ Anmerkung. Ein Eegelschnittbüschel ist bestimmi^ 
^nn vier Paar conjugirter Pole Xy j; y, 9; Zy J; t^ t ge- 
geben sind. 

Aufgabe 6. Von einem Kegelschnitte sind gegeben fünf 
Paar conjugirter Pole a?, j; y, ^; z, j; t, t; v, t), derselbe ist 
zu construiren. Man construire die zwei Kegelschnitte Ka 
und Kb, welche durch a und h nach Aufgabe 5 gehen; in 
dem durch sie bestiuimten Büschel ist dann der Kegelschnitt 
nach Aufgabe 2 bestimmt, für den t?, t) conjugirte Pole sind. 

Die Aufgaben 3, 4, 5, 6 zeigen, dass durch die Angaben 
der Kegelschnitt vollständig bestimmt ist. Nur dürfen in 
den Aufgaben 4, 5, 6 nicht drei oder mehr der gegebenen 
Paare auf einer und derselben Geraden liegen. 

Zusatz. Die Kreise, welche durch einen Punkt g gehen 
und die Paare aa^ 6&', . . . einer Involution auf der Geraden G 
enthalten, bilden einen Büschel und gehen noch durch einen 
festen Punkt 1^. Die Gerade gl^ geht durch den Mittelpunkt 
der Involution. 

§ 2. Die KegelBOhuittsohaar. 

Die Gesammtheit der Kegelschnitte, welche in zwei Punkten 
S),®! dieselben Polareninvolutionen {S)}, {S)i} haben, heisst 
Kegelschnittschaar, Sind die Involutionen { S) ) und { ©^ } hyper- 
bolisch, so berühren alle Kegelschnitte der Schaar ihre Deck- 
strahlen. 

Nach Kapitel IV, § 1, Aufgabe 5, Seite 78 existirt stets 
ein bestimmter Kegelschnitt der Schaar, welcher eine beliebige 
Gerade Ä der Ebene berührt. 

Die Polarfiguren sämmtlicher Kegelschnitte der Schaar 
in Bezug auf einen festen Kegelschnitt K bilden einen Büschel 
und hiernach lassen sich die in § 1 bewiesenen Sätze und 
construirten Aufgaben für die Schaar ohne Weiteres anwenden. 

Man erhält der Reihe nach: 

Lehrsatz 1. Die Pole a einer Geraden A für alle Kegel- 
schnitte der Schaar liegen auf einer Geraden 31. 

Lehrsatz 2. Wird der Geraden A ein auf % liegender 
Punkt a als Pol zugeunesen, so ist der Kegelschnitt der Schaar 
vollständig bestimmt 
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Lehrsatz 3. Die Polarm Q, G\ G" eines festen Punktes » 
g der Ebene in Bemg auf alle Kegelschnitte der Schaar hüllet 
einen Kegelschnitt ein. 

Lehrsatz 4. Zieht man von einem Punkte g die Tangenten- 
paare an die Kegelschnitte der Schaar , so bilden diese eine In- 
volution in g. Von dieser sind g^ und g^^ stets ein Paar. 

Folgernng 1. Sind die Involutionen {3)} und {S)i} 
hyperbolisch, so schneiden sich ihre Deckstrahlen Ä, 95, Ä^, 95i 
noch in weiteren vier Punkten u. z. ÄSS^ in £ und Sl^ S5 in s^, 
und 8l?li in g und S583i in g^, und es sind ge und gs^, sowie 
g^ und g^i auch je ein Paar der obigen Involutionen oder: 

Prcjicirt man die drei Paare Gegenecken eines vollständigen 
Vierseits Ä, S5, Sli, SSj aus einem Punkte g, so erhält man drei 
Pa>ar Strahlen einer Strahleninvolution. (Dieser Satz ist der 
duale zum Satze von Desargues Kap. I, § 3.) 

2. Durch einen Punkt der Ebene gehen höchstens zwei 
Kegelschnitte der Schaar. Sie berühren die Deckstrahlen der 
Involution in g. Dieselben sind stets reell, sobald {2)} und 
{2)i} beide elliptisch sind, wobei dann wenigstens einer der- 
selben eine Hyperbel sein muss (Kap. V., § Ib), Seite 125). 

§ 3. KegelBOhnitte in doppelter Berührung. 

Sind von einem Kegelschnitte gegeben ein Paar Tan- 
genten und ihre Berührungspunkte, so geht durch jeden Punkt 
der Ebene ein bestimmter Kegelschnitt und ebenso berührt 
jede Gerade der Ebene ein solcher. Die Kegelschnitte stellen 
sowol einen Kegelschnittbüscbel, als eine Kegelschnittschaar 
dar. Die Grundpunkte des Büschels sind ebenso wie die 
Grundtangenten der Schaar paarweise zusammengefallen. 

Sei c der Pol der gemeinschaftlichen Berührungssehne C 
und [c] resp. [C] die allen Kegelschnitten gemeinschaft- 
lichen Polaren- resp. Polinvolutionen und Ky K\ K'\ ... die 
Kegelschnitte des Büschels. 

Lehrsatz 1. Die Pole g, g\ g" . . . einer beliebigen Ge- 
raden G für alle Kegelschmtte dieses Büschels JE", K\ K" . . . Fig. cc. 
liegen auf einer festen Geraden A^ die durch c geht und in der 
Involution [c] der Geraden A conjugirt ist, welche den Schnitt- 
punkt a von G mit C enthält 
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Denn da A Polare des Punktes a für alle Kegelschnitte 
ist, so muss der Pol jeder Geraden G durch a für irgend 
einen der Kegelschnitte auf A liegen. 




Fig. 66. 



Im Schnittpunkte a von A mit G berührt ein Kegel- 
schnitt des Büschels die G. 

Geht G durch c, so hat dieselbe für alle Kegelschnitte 
denselben Pol g auf C und cg ist zu G conjugirt in {c}. 

Lehrsatz 2. Die Polaren eines beliebigen Punktes a in 
Bezug auf die Kegelschnitte dieses Büschels gehen durch einen 
festen Punkt a von G. Die Strahlen ca^^^ A und ca = A' 
sind conjugirt in {c]. 

Denn da a Pol von A für alle Kegelschnitte des Büschels 
ist, so geht die Polare von a, eines Punktes von -4, für alle 
Kegelschnitte durch a. 

Der Kegelschnitt, welcher durch a geht, hat aa= G 
zur Tangente. 

Lehrsatz 3. Die Kegelschnitte dieses Büschels schneiden eine 
beliebige Gerade G der Ebene in Punktepaaren einer Involution^ 
deren ein Deckpunkt a, der Schnittpunkt von G mit (7, ist, der 
andere ist a^ der Schnittpunkt von G mit dem Strahle A von 
[c] , welcher zu ca = A' in [c] conjugirt ist. 

Denn da a, a für alle Kegelschnitte des Büschels con- 
jugirte Pole sind, so müssen die Schnittpunkte derselben mit 
G die Punkte a, a harmonisch trennen. 

Lehrsatz 4. Zieht man von einein Punkte a an alle 
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Kegelschnitte die Tcmgentenptzare, so bilden diese eine Involu- 
tion, deren Deckstrahlen ac und aa sind. 

Denn da fiir jeden Kegelschnitt a Pol von ca^= A ist, 
so sind ac und aa conjugirte Polaren fQr denselben und die 
Tangenten müssen diese Geraden harmonisch trennen. 

Anmerkung. Concentrische Kreise bilden einen derartigen 
Büschel. 

Aafga1t>e 1. Von einem Kegelschnitte K sind gegeben 
zwei Tangenten mit den Berührungspunkten und ein Paar 
conjugirter Punkte x, j; derselbe ist zu construiren. 

Es sei c der Schnittpunkt der Tangenten, [c] die durch Fig. 67. 
sie bestimmte Involution conjugirter Polaren, G die Polare 
von c für K^ und [G] die Involution conjugirter Pole auf (7, 
also der Schnitt von {c}. Schneidet a:j = (? die G in a, 
und ist -4 zu ca = -4' in [c] conjugirt, so ist A Polare 



Fig. 67. 

von a für K, schneidet daher G in dem Punkte a, welcher 
conjugirter Pol zu a ist. Durch a, a und a;, j ist daher die 
Involution conjugirter Pole { G } auf G bestimmt, mithin auch 
Kj da von demselben {6r}, [G] und der Pol c von C ge- 
geben sind. (Lehrsatz 2 des § 1.) 

Aafga1t>e 3. Von einem Kegelschnitte K sind gegeben 
zwei Tangenten mit ihren Berührungspunkten und ein Paar 
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conjugirter Polaren X, X'; derselbe ist zu construiren. Die 
Aufgabe ist die duale zu 1. 

Lehrsatz 5, Die Kegelschnitte, welche in einem Funkte c 
eine bestimmte Pölareninvolution [ c } und auf einer Geraden B 
eine gegebene Folinvolution [B} haben, bilden ein System von 
Kegelschnitten derart, dass die Pole b der Geraden B zwei ge- 
rade Gebilde B^ und B^ erfüllen, welchen der Punkt c ange- 
hört, oder auch die Polaren von c beschreiben, iswei Büschel (di) 
und (dg); deren Scheitel auf B liegen. Die Geraden B^, Dg 
gehen durch dy und d^ und sind in [c] conjugirt, während 
dy, d^ in [B] einander entsprechen. Ein Kegelschnitt des Sy- 
stems ist vollständig bestimmt, sobald der Pol b von B auf D^ 
oder B^ mllkürlich angenommen mrd, oder dem Punkte c ir- 
gend eine durch d^ oder rfg gehende Gerade als Polare zuge- 
mesen wird. 
Fig. 68. Sei dy d^ das Punktepaar von [B] , welches aus c durch 

ein Paar Strahlen Z)^ Z)^ von [c] projicirt wird, so ist dieses 




Fig. 68. 



nur dann imaginär, wenn sowol [c] als [C] hyperbolisch 
sind, und die Schnittpunkte der Deckstrahlen T, S von [c] 
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die Deckpunkte u, v von { B ) trennen. In diesem Falle kann 
kein Kegelschnitt existiren, der ein reelles Polarsystem hat 
und den gestellten Bedingungen genügt. Denn der Kegel- 
schnitt, welcher T, S berührt und durch u geht, muss ganz 
in dem einen Winkelraume und eventuell seinem Scheitel- 
raume verlaufen, in dem u liegt, kann also keinen Punkt v 
im Nebenraume haben. Sollen also überhaupt Kegelschnitte 
existiren, so dürfen u, v die S, T nicht trennen. 

Ist nun K irgend ein Kegelschnitt, der den gestellten 
Bedingungen genügt, so muss, wenn G die Polare von c ist, 
der Schnittpunkt d von B mit C die Polare Z) haben, welche 
zu cd in {c} conjugirt ist und B in dem Punkte d' schneidet, 
der d in [B] entspricht, d, d' sind also die obigen 
Punkte dl, dg. 

Wird nun b beliebig, etwa auf D^, als Pol von B angenom- 
men, und ist A eine beliebige durch c gehende Gerade, A'^ die 
conjugirte Polare zu -4, so möge A die B iaq schneiden und r 
sei der ihm conjugirte Punkt in { JB} , dann ist 6r = Q Polare 
von q und schneidet daher A' in dem Pole a von A. d^a = C 
ist mithin Polare von c, da ftd^ = D^ Polare vondj ist. Da nun 
auf C und B die Polinvolutionen gegeben sind, und c der Pol 
von C ist, so ist K vollständig bestimmt. (§ 1, Lehrs. 2.) Ist 
{c] hyperbolisch, so sind die Schnittpunkte von Cmit /S, Tdie 
Berührungspunkte vonÄ', und A oder A' schneidet ebenfalls in 
zwei reellen Punkten. Ist [c] elliptisch, so muss Z)i in zwei 
reellen Punkten schneiden, wenn K reell sein soll. Diese be- 
stimmen sich als dasjenige Paar, welches &, B und gleich- 
zeitig c, G harmonisch trennt, 

Lehrsatz 2. Bk reellen Kegelschnitte des SystemSy welche 
ihre Pole b von B auf D^ haben, sind alle Gollinearfiguren eines, 
Kq, von ihnen für c als Gollineatscentnim und B als Gollinear 
tionsaxe. Dasselbe gilt für die Kegelschnitte y die ihre Pole von 
B auf Dg liegen haben. 

Denn sei Kq einer dieser Kegelschnitte, 6^ sein Pol von 
B auf Dl gelegen und K ein anderer, dessen Pol b ebenfalls 
auf Dl liegt. Bestimmt man nun eine centrale CoUineation, 
deren Centrum c und Axe B ist, und in der 6q und b ent- 

BoBSK, proj. Geometrie. 10 
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sprechende Punkte sind^ so wird dem Kegelschnitte Zj, ein 
Kegelschnitt K' entsprechen, der in c die Involution conju- 
girter Polaren {c} und auf B die Polinvolution {B\ besitzt 
und }) zum Pol von B hat; also mit K identisch ist. 

Die imaginären Kegelschnitte sind ebenfalls Collinear- 
figuren unter einander. 




Fig. 69. 

Aufgabe 1. Die Kegelschnitte des Systems sind zu con- 
struiren, welche durch einen Punkt x der Ebene gehen. 
Fig. 69. Es sei einer der Kegelschnitte K^ des Systems construirt 

und ex schneide K^ in x' und x". Wird nun eine centrale 
Collineation bestimmt durch c und B als Centrum und Axe^ 
und wird x dem Punkte x zugewiesen, so erhält man einen 
Kegelschnitt K^, welcher K^ entspricht und durch x geht, 
also einer der verlangten ist. Wird aber x" dem Punkte x 
zugewiesen, so entspricht in dieser neuen Collineation dem 
Kegelschnitte K^ ein zweiter JT,, der durch x geht Da 
analog sich zwei Kegelschnitte ig, K^ ergeben, die durch x 
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gehen, und deren Pole von B auf D^ Hegen, so gibt es vier 
Kegelschnitte, welche der Aufgabe genügen. In der Figur 
wurde nur der Kegelschnitt K^ construirt, welcher der Gegen- 
linie V der CoUineation zugehört. Die Construktion selbst 
ist aus der Figur ersichtlich. 

Anmerkung. Wenn ex den K^ nicht schneidet, so exi- 
stiren die Kegelschnitte K^ , K^ nicht. Dies kann nur ge- 
schehen, wenn [c] hyperbolisch ist und ex nicht in dem 
Winkelraume von S, T liegt, in dem sich K^ befindet. Dann 
existiren aber Zg, K^, wenn [B] elliptisch ist. Würde [B] 
auch hyperbolisch sein, so müssen w, t; in demselben Winkel- 
raume von S, T liegen, wie a?, damit die Kegelschnitte möglich 
sind. In diesem Falle ist die Construktion der Kegelschnitte 
K^, JEj» ^> ^4. wesentlich einfacher. 

Man bestimme auf jeder Seite des Dreieckes xuv das 
Funktepaar, welches die Ecken und die Schnittpunkte von 
Sy T mit dieser Seite harmonisch trennt. Diese drei Punkte- 
paare liegen noch auf vier Geraden, welche Berührungssehnen 
für S, T sind, für die vier Kegelschnitte K^^ K^j K^, JE^, 

Anfga1t>e 2. Es sind die Kegelschnitte des Systems zu 
construiren, welche eine Gerade X der Ebene berühren. Die 
Aufgabe wird wie die Aufgabe 1 gelöst, nur wird X eine der 
Tangenten von Kq zugeordnet, welche sich mit X auf B 
schneidet. Speciell wenn S, T, X alle reell sind, ebenso u 
und V, erhält man die Aufgabe: Die Kegelschnitte zu con- 
struiren, welche durch zwei Punkte gehen und drei Gerade 
berühren. 

Anfga1t>e 3. Die Kegelschnitte sind zu construiren, welche 
durch drei Punkte a, &, c gehen und einen Kegelschnitt K dop- 
pelt berühren. Man bestimme auf den Seiten des Dreieckes abc 
die zu K conjugirten Pole, welche die zwei Ecken harmonisch 
trennen. Diese drei Paar Punkte liegen noch auf vier Ge- 
raden, welche Berührungssehnen von K und den zu con- 
struirenden Kegelschnitten sind. Es sind mithin vier Kegel- 
schnitte der verlangten Art möglich. 

Aafga1t>e 4:. Die Kegelschnitte sind zu construiren, 
welche drei Geraden A, By G und einen Kegelschnitt doppelt 

10* 
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berühren. Duale Aufgabe zu 3, daher ihre Lösung durch 
erstere gegeben. 

Der Beweis für die Richtigkeit der Losung ist leicht zu 
erbringen. 

§ 4. Die Brennpunkte der Kegelsolmitte. 

Hilfssatz. Ist abc ein Poldreieck eines Kegelschnittes K 
tmd schneiden die conjugirten Polaren P, 5ß; Q, D; iJ, 91; . . . 
eine Seite desselben z. B. C = ab in Punktepaaren einer Invo- 
lution {C) , deren ein Paar a b ist, so schneiden sie auch die 
zwei anderen Seiten A = bc und B = ac in Punktq>aaren einer 
Involution [A] resp. [B] y in welcher die zwei Dreiecksecken 
je ein Paar bilden. Ist eine der Involutionen elliptisch, so ist 
es noch eine zweite, die dritte ist hyperbolisch. 

Zusatz. Schneiden die conjugirten Polaren P, 5ß; ö; Q; 
22, 91; . . . eine Tangente C des Kegelschnittes in Punktepaaren 
einer Involution, in welcher dem Berührungspunkte c der 
Punkt c entspricht, so schneiden sie auch die Polare A von c 
in Punktepaaren einer Involution, in welcher c ein Deck- 
punkt ist. 

Diese Sätze sind die dualen Sätze des Lehrsatzes 4 in 
§ 3, Kap. V, Seite 117 und seines Zusatzes. 
Fig. 70. Sei c der Mittelpunkt eines Kegelschnittes K, der kein 

Kreis ist, A und B seien seine Axen, und a^ der Pol von A, 
daher der unendlich ferne Punkt von B, ebenso b^ der. un- 
endlich ferne Punkt von A. Es ist dann c a^ b^ ein Pol- 



dreieck von Ky a^ b^ = CL ist die unendlich ferne Gerade der 

/ 00 00 OD 

Ebene. 

Ist X ein beliebiger Punkt der Ebene, so existirt in seiner 
Involution conjugirter Polaren von K ein Rechtwinkelpaar. 
Alle diese K^chtwinkelpaare conjugirter Polaren schneiden auf 
G^ die circulare Involution aus, in der ab^ ein Paar ist, 

00 7 00 OD / 

also schneiden sie auch auf A und B je eine Involution 
{A} und [B} aus, von denen eine [B] elliptisch, die an- 
dere { A ] hyperbolisch ist. c ist der Mittelpunkt beider In- 
volutionen, da er zu a^ resp. b^ conjugirt ist. 

Es möge das Rechtwinkelpaar in x die Axe A schneiden 
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in a^ a und die Bmb,h, Beschreibt man dann über a . a als 
Durchmesser den Kreis Ä, der auch durch x geht, so sind 
für diesen c und a^, sowie h, h conjugirte Pole (Kap. III, 
§ 6, Folgerung 3 zu Lehrsatz 2), also hat ^ auf JB die In- 
volution [B] zur Involution conjugirter Pole. Da dieses für 
alle ^ gilt, die ihren Mittelpunkt auf ^ haben und ein Paar 
der Involution [Ä] ausschneiden, so bilden alle ^ einen 
Kreisbüschel, dessen Basispunkte alle vier imaginär sind. 



4^-* 




Pig. 70. 

Der Kreis S^ über 6 . b als Durchmesser beschrieben, hat 
ganz analog die Involution [A] zur Involution conjugirter 
Pole, geht mithin durch die Deckpunkte /*, /^ derselben. Die 
Kreise S^ bilden den zu den Kreisen ^ conjugirten Büschel, 
je zwei Kreise beider Büschel schneiden einander rechtwinklig. 
(Zusatz 2 auf Seite 137.) 

Lässt man den Punkt x den Kreis Ä durchlaufen, so 
schneiden ax und ax auf B die Involution {B] aus, und 
durchläuft x den Kreis Ä^, so treflFen bx xmä hx die Ä in 
Punktepaaren der Involution [Ä). Hiebei sind xb und xi 
stets conjungirte Polaren für K, 

Die Involution {B} wird aus f und f^ durch je eine 
circulare Strahleninvolution projicirt, die die Involution con- 
jugirter Polaren dieser Punkte für K ist. Man nennt f und 
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/i Punkte, denen eine circidare Polareninvolution für K zuge- 
hört, Brennpunkte des Kegelschnittes K. Da die Involutionen 
conjugirter Polaren in f und /i circular sind, so schneidet A 
den Kegelschnitt in zwei reellen Punkten s, s^ , welche Scheitel 
des Kegelschnittes heissen. (Folgerung 1, Seite 63.) 

Man nennt wol auch die conjugirt imaginären Deckpunkte 
der elliptischen Involutionen { B } und { C^ } imaginäre Brenn- 
punkte des Kegelschnittes. Die auf C^ liegenden sind die 
imaginären Kreispunkte der Ebene. 

Der Kegelschnitt, welcher einen im Endlichen liegenden 
Mittelpunkt hat, kann nur zwei reelle Brennpunkte haben. 
Denn wäre q) ein Punkt, dessen Involution conjugirter Po- 
laren circular ist, so müsste der Pol von cq) auf G^ in der 
zu cq) senkrechten Richtung 9^ liegen. Dann wären aber 
cq) und cq)'^ zwei zu einander senkrechte conjugirte Durch- 
messer, daher müsste die Involution der conjugirten Durch- 
messer circular sein, ddk Ä, B ein zweites Rechtwinkelpaar 
ist, d. h. der Kegelschnitt müsste ein Kreis sein. Für diesen 
ist aber die Involution conjugirter Polaren nur für den Mit- * 
telpunkt c circular, dieser ist der einzige Brennpunkt. 

Da /i f von a a harmonisch getrennt werden und a x auf 
aaf senkrecht steht, so halbirt xa und xa die Winkel zwi- 
Fig. 71, 72. sehen f^x und fx. Ist x ein Punkt des Kegelschnittes JT, 
so ist zu seiner Tangente T jede durch x gehende Gerade 
conjugirte Polare, also schneidet die Normale % auf A einen 
Punkt t aus, der zum Schnittpunkt t von T in der Involution 
{A} conjugirt ist. 

Daher halbirt die Tangente T von K im Punkte x den 
Winkel zwischen den Geraden fx und /i x, 
Pig 71. 1) Es schneide T die A in dem Punkte t ausserhalb c . f 

gelegen, so dass t innerhalb c . fliegt. Da /*, /i auch innerhalb 
^^ liegen, so liegt auch c innerhalb K, nachdem t ausserhalb 
K liegen muss. Der Kegelschnitt ist mithin eine Ellipse. 
Fällt man von f und /i auf T die Senkrechten fn und fm 
und macht n .g = n ,f und m .g^ = m .f^^ so geht /i x 
durch g und fx durch g^^ , und es ist /i . ^ = /". ^f^ . Aus ähn- 
lichen Dreiecken folgt: 
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und 



also 



ffl 



fit 

fx 
ft ' 



n^ + /■«; = ^ (/; t + ft) = f,g = Const., 

welches die Brennpunktseigeuschaft der Ellipse darstellt. 
Rückt X in den Scheitel s auf Ä^ so wird 




Fig. 71. 

Const. = f^s + fs = ftf+fs + /; 5i = ssi , 
da fs = fiSi sein muss, wenn s^ der andere Scheitel ist. 
Daher gilt für die Punkte cc der Ellipse: 
f^x -{• fx = ss^. 
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Fig. 72. 2) Liegt der Punkt t innerhalb c .f, so muss auch der 

Mittelpunkt c ausserhalb des Kegelschnittes liegen^ dieser ist 
also eine Hyperbel. Die Scheitel s, 8^ liegen innerhalb f. /i 
in s und s^. Fällt man wieder von f und f^ auf T die Senk- 
rechten fn und /im, welche /i x resp. fx in ^ und g^ schneiden, 
so ist X .g =^ X .f und x .g^=^ x .f^y also ist f^ .g = f.g^j 
und aus ähnlichen Dreiecken folgt: 



\ 
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Pig. 72. 



und 



also: 



fif 
fg. 

ffx 



t\.x-fx==^{f,i 



ft ' 



/■t)=/iS' = Const., 



welches die Brennpunktseigenschaft der Hyperbel ist. Rückt 
X in s, so wird 

Const ==f^8 — fs'=' f^Si + s^s — fs^= ssi, 

also gilt für die Punkte x der Hyperbel 

flX — fx = SSi. 
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Es möge bemerkt werden^ dass die durch od zu B ge- 
zogene Parallele die Polare von t für K ist, also Ä in dem 
conjugirten Pole f zu t schneidet, und dass s, s^ die Deck- 
punkte der Involution sind, die c zum Mittelpunkte und t, i' 
zu einem Paare hat, so dass cs^ = ct. et' ist, wodurch die 
Scheitel 5, 5^ in Pig. 71 und 72 construirt wurden. 
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Fig. 73. 



Liegt der Mittelpunkt c nicht im Endlichen, ist also der rig. 73. 
Kegelschnitt eine Parabel jK*q, deren Axe A sei, welche K^ 
in dem Scheitel s schneidet, während der unendlich ferne 
Punkt 5^ von A der Berührungspunkt von K^ auf G^ ist. 
Nach dem Zusätze am Anfange dieses Paragraphen schneiden 
die zu einander orthogonalen conjugirten Polaren für K^^ die 
A in Punktepaaren einer Involution { -4 } , die in s^ einen 
Deckpunkt hat, mithin noch einen zweiten f besitzt, der in 
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der Mitte zwischen je zwei conjugirten Punkten a, o der In- 
volution { A } liegt. 

Ist X ein Punkt von Z^, T seine Tangente, % die Nor- 
male, so liegen die Schnittpunkte t und t derselben mit A 
von f gleich weit entfernt, und der Kreis Ä, welcher durch 
t, t, X geht, hat f zum Mittelpunkt. 

Es werden die Winkel zwischen fx und der Geraden gx, 
die parallel zu A ist, von T und % halbirt. Fällt man daher 
von f auf T die Senkrechte, welche gx in. g und T in n 
schneidet, so ist f.n = n ,g und f.x=g.x. 

Zieht man durch x die Senkrechte zu ^, so ist diese 
Polare von t für jKJj, schneidet also A in dem Punkte t', 
welcher zu t conjugirt ist für K^^ daher ist der Scheitel s 
die Mitte von t . t\ Und da wegen des gleichschenkligen 
Dreieckes tfx auch n die Mitte von t . x ist, so geht die in 
s errichtete Normale zu A durch «, oder dieser Punkt liegt 
stets auf der Scheiteltangente S der Parabel, mithin liegt g 
auf einer zu S parallelen Geraden F, und 

f,x = g.x 
stellt die Brennpunktseigenschaft der Parabel dar. F heisst 
die Leitlinie der Parabel, sie ist die Polare von /*, denn sie 
schneidet A in dem Punkte /*', der zu /* conjugirt ist für ^ie 
Parabel, da s .f = s .f ist. 

Ist g^ der Schnittpunkt von T mit F, so ist g^ der Pol 
von fx, und die conjugirten Polaren fx, fg^ stehen aufeinander 
senkrecht, da das Dreieck ^r^ /"a; congruent dem Dreiecke gigx 
ist. Die Involution conjugirter Polaren in f ist also circular; 
f ist der Brennpunkt der Parabel K^. 

Errichtet man in g^ die Senkrechte auf T, welche fx in 
y schneidet, so ist auch y ein Punkt der Parabel und g^y 
ist seine Tangente. Denn ist m der Schnittpunkt von g^y 
mit Sy so ist g^ . m gleich und parallel zu /*. n, also ist auch 
f . m gleich und parallel zu ^r^ . n, d. h. es ist f .m senkrecht 
zu my und gleich m . g\ wenn g' der Schnittpunkt von fm 
mit F ist; und daher ist f -y =^ g' -y* 

In den Punkten g^ von i^ stehen also die zwei an die 
Parabel gehenden Tangenten zu einander senkrecht. 
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Zusatz. Die Kegelschnitte, welche in zwei Punkten f, f^ 
circulare Polareninvolutionen haben, bilden eine Eegelschnitt- 
schaar. Die Punkte f, /i sind Brennpunkte aller Kegelschnitte 
und daher heisst diese Schaar auch die Schaar confocaler 
Kegelschnitte. (Focus; Brennpunkt.) 

Durch jeden Punkt der Ebene gehen zwei Kegelschnitte, Fig. 74. 
von denen einer eine Hyperbel und einer eine Ellipse ist (Fol- 




Fig. 74. 



gerung 2, Seite 141). Die Tangenten beider in dem Punkte 
stehen auf einander senkrecht, indem sie die Winkel halbiren, 
welche die Strahlen, die /*, f^ projiciren, mit einander bilden. 
Alle Kegelschnitte haben ff^ = J. zu einer Axe und die 
in der Mitte c von f . /i errichtete Senkrechte B zur anderen 
Axe. AB G^ ist das allen conjugirte Poldreieck. Die Kegel- 
schnitte haben auch auf B und G^ dieselben conjugirt ima- 
ginären Brennpunkte. 
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§ 5. Die FaxLre'sohen Folkreise. 

Ein Kreis, welcher durch ein Tripel conjugirter Pole 
eines Polarsystems geht, heisst Polkreis. Nach Kap. IV, § 4, 
Zusatz, Seite 96 enthält^ ein Polkreis unendlich viele Poldrei- 
ecke des Polarsystems. Es gilt nun folgender 

Satz: Alle Polkreise eines Polarsystems haben in Bezug 
auf den Mittelpunkt desselben die gleiche Potenz, oder die Chor- 
dalen je zweier Polkreise gehen durch den Mittelpunkt des Pola/r- 



Haben erstens die Poldreiecke eine Ecke p gemeinschaft- 
lich, so durchlaufen ihre beiden anderen Ecken j, r auf der 
Polare P von p die Involution conjugirter Pole {P}, und die 
Kreise Ky welche durch pqr gehen, bilden daher einen Bü- 
schel, dessen Chordale A durch p geht. (Zusatz auf Seite 140.) 
Da -ä die P in dem Mittelpunkte o der Involution {P} 
schneidet, so ist A Polare des unendlich fernen Punktes von 
P, sie geht daher durch den Mittelpunkt c des Polarsystems. 

Es möge zweitens p ein Punkt von P sein, 5ß, seine 
Polare, daher durch p gehen und P in p^ schneiden. Der 
Kreis ^^ durch pppo ^^^ offenbar in obigem Büschel ent- 
halten. Durchlaufen nun q, r die Polinvolution auf 5ß, so 
werden die Kreise ^ durch pqr einen Büschel beschreiben, 
dessen Chordale Sl durch p und den Mittelpunkt c von K geht, zu 
diesem Büschel gehört auch ^q. Da nun die Chor dalen dreier 
Kreise stets durch denselben Punkt gehen, die Chordale 
von Ky Äq, ebensowie die von Äq, Ä durch c geht, so geht 
auch die Chordale von JST, Ä durch c. Hiebei enthält K ein 
Tripel, dessen ein Punkt p ist und ^ ein Tripel, dessen ein 
Punkt p auf P, der Polare von p^ liegt. 

Sind drittens pqr und xy z irgend zwei Poldreiecke, K 
und K' die ihnen umschriebenen Kreise, so sei p der Schnitt- 
punkt von qr mit yZy seine Polare $ ist die Gerade xp und 
q, r seien irgend zwei conjugirte Pole auf 5ß, so dass der 
Kreis Ä durch pqr ein Polkreis ist. Nach dem Vorher- 
gehenden geht dann die Chordale von K und Ä, sowie die 
von K' und ^ durch c, also auch die Chordale von JTund K\ 
Fig. 75. Ist der Kegelschnitt eine Parabel, so dass c^ der unend- 
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lieh ferne Punkt der Axe ist, so sind alle Chordalen der Axe 
parallel, daher liegen alle Mittelpunkte der Polkreise auf 
einer Geraden. Sei g ein Punkt derselben, so bilden alle Pol- 
kreise, welche durch g gehen, einen Büschel, und zwar be- 
rühren sie alle in g die Chordale -4., welche parallel zur Axe 




Fig. 75. 



der Parabel ist, und schneiden auf G, der Polare von g, die 
Involution [G] conjugirter Pole aus. Der Schnittpunkt o 
von A mit G ist der Mittelpunkt der Involution { 6r } . Wird 
mit .g als Radius ein Kreis beschrieben, so schneidet er G 
in den Deckpunkten x^y von {G). (Zusatz 2; Seite 136.) 
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Daher stehen die Tangenten gx und gy der Parabel auf einan- 
der senkrecht, und es folgt, dass g ein Punkt der Polaren F des 
Brennpunktes /'ist. Daher haben wir für die Parabel den Satz: 
Die Mittelpunkte aller Polhreise einer Parabel liegen auf 
der Leitlinie derselben, 
Fig. 76. Es sei c im Endlichen gelegen und ausserhalb irgend 

eines Polkreises, so dass cg eine Tangente an denselben von 
c aus ist, und g der Berührungspunkt derselben. Beschreibt 
man dann mit cg als Badius um c den Kreis ^q, so schneidet 
er jeden Polkreis orthogonal. 




Fig. 76. 

Ist g ein Punkt von Ä^ und G seine Polare im Polar- 
system, so berühren alle Polkreise durch g die Gerade cg. 
Ist der Schnittpunkt von cg mit (r, und beschreibt man mit 
o.g als Halbmesser um o den Kreis, so schneidet er 6r in 
den Deckpunkten x, y der Polinvolution [G] (Zusatz 2, Seite 
136) und mithin stehen die Tangenten gx und gy des Kegel- 
schnittes auf einander senkrecht. 

Umgekehrt, ist g der Scheitel eines rechten Winkels, der 
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einem Kegelschnitte umschrieben ist^ so liegt g auf dem Ortho- 
gonalkreise aller Polkreise. Denn sind x und y die Berührungs- 
punkte der Tangenten T = ^rcund T^=gy, und beschreibt 
man die Kreise Ä^. und ^y, welche in x resp. y die Gerade 
G =^ xy berühren und durch g gehen ^ so berühren einander 
Äa; und Sy auch in g, und ihre Tangente geht durch den 
Mittelpunkt c des Kegelschnittes, als Polare des unendlich 
fernen Punktes von G. Es gilt mithin der Satz: 

Der Ort der Scheitel der rechten Winkel) welche einem 
Kegelschnitte umschrieben werden Tm^nen, ist ein Kreis ^q, der 
denselben Mittelpunkt hat, wie der Kegelschnitt, und der alle Pol- 
kreise orthogonal schneidet 

Liegt der Mittelpunkt c innerhalb des reellen Kegel- 
schnittes, ist dieser eine Ellipse oder ein Kreis, so existirt 
ffio stets. Denn ist T eine Tangente des Kegelschnittes, so 
existiren zwei zu ihr senkrechte Tangenten % und S', welche 
sie in g und g' schneiden und c.g ist der Badius von Äq. 
Da Äo durch die Ecken des Rechteckes geht, welches der 
Ellipse in ihren Scheiteln umschrieben ist, so ist der Radius 
des Kreises ffi^ die Hypotenuse des rechtwinkligen Dreieckes, 
welches mit den beiden Längen der Halbaxen als Katheten 
construirt wird. Für den Kreis ist der Radius von Äq analog 
bestimmt. 

Liegt der Mittelpunkt c ausserhalb des Kegelschnittes, 
ist dieser also eine Hyperbel, so existirt ffi^ nur, wenn die 
Asymptoten der Hyperbel einen spitzen Winkel einschliessen. 
Denn die zu einer Asymptote senkrechte Richtung liegt dann 
in dem Nebenwinkel, also ausserhalb der Hyperbel, und es 
existiren zwei zur Asymptote senkrechte Tangenten der Hy- 
perbel, welche sie in den Punkten von ^q schneiden. 

Ist die Hyperbel gleichseitig, so sind ihre Asymptoten 
das einzige Paar rechtwinkliger Tangenten, Ä^ reducirt sich 
auf den Mittelpunkt C] alle Polkreise gehen durch c. 

Ist der Winkel der Asymptoten ein stumpfer, so ist ^^ 
nicht reell. 

Ist der Kegelschnitt imaginär, so kann Ä^ auch nicht 
reell sein. 



Vn. Kapitel. 

Projektivität im Eegelsclmittbilschel. — Eegelschnittnetz. 

— Zwei Bfischel, die nicht in einem Netze liegen. — 

Involntionen vierten nnd dritten Grades. 

§ 1. Projektivität im Kegelschnittbüsohel. 

Definition. Der Kegelschnitthüschel heisst projeküvisch 
zum Polarefibüschel irgend eines Punktes der Ebene. Homologe 
Elemente sind der Kegelschnitt und seine Polare. Zwei Kegel- 
schnittbüschel heissen projektivisch, wenn es ihre Polaren- 
büsehel sind. 

Um daher einen Kegelschnittbüschel projektivisch auf 
ein anderes Gebilde zu beziehen, kann man drei Kegel- 
schnitten des Büschels irgend drei Elemente des Gebildes zu- 
weisen, wodurch dann die Projektivität bestimmt ist. 

Irgend zwei Polarenbüschel desselben Kegelschnitt- 
büschels sind einander projektivisch (Kap. VI, § 1, Folgerung 1 
zu Lehrsatz 3, Seite 132), also ist der Kegelschnittbüschel 
auch projektivisch zum Tangentenbüschel der Kegelschnitte 
in einem Grundpunkte d des Büschels, sobald nicht alle 
Kegelschnitte einander daselbst berühren. 

Lehrsatz 1. Der KegelschniUbüschel ist in diesem Falle 
auch ^projektivisch zu dem geraden Gebilde^ welches die Kegel- 
schnitte auf einer beliebigen, durch den Grundpunkt gehenden 
Geraden ausschneiden. 
Fig. 77. Denn sind d, 8 die Deckpunkte der Involution [^} und 

G eine durch d gehende Gerade, m ein beliebiger Punkt von 
6r, so ist der Kegelschnitt des Buscheis durch d, d, m und 
die Polinvolution { ^^^ } nach der Aufgabe 3 des § 1, Kap. IV, 
Seite 70 construirbar in folgender Weise. Sind p, c die 
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Schnittpunkte von J und G mit J^ und p p^, sowie c c 
zwei Paare der Involution {^i}, so schneiden sich dp^ und 
WC in dem Punkte d' von jK", so zwar, dass der Pol von dd' 
der Punkt t von ^^ ist, welcher mit dem Schnittpunkte x 




Fig. 77. 

von ^d' mit ^j ein Paar von { /l^ } bildet. Durchläuft nun 
m das gerade Gebilde | 6r | , so beschreibt d' y da c fest bleibt, 
auf dpi, also auch r auf -^^ ein zu |6r| projektivisches ge- 
rades Gebilde, mithin ist auch der Strahlenbüschel d{t) A |G^|- 
Dieser Strahlenbüschel ist aber der Tangentenbüschel der 
Kegelschnitte. 

Definition. Eine Involution sei gegeben, xx\ yy\ zz\ . . . 
sind ihre Paare. Sind S, 9, }, . . . die Elemente des Gebildes, 
welche ein festes Element a von den Paaren xx\ yy\ zz\ . . . 
harmonisch trennen, so möge j, 5, J, ... das aus der Invo- 
lution mittels des Elementes a abgeleitete Gebilde heissen. 

Lehrsatz 2. Irgend ewei aus derselben Involution abge- 
leitete Gebilde sind prqjdctivisch, und die Involution ist den- 
selben ac^ungirt 

Die Involution [G] sei auf der Geraden G gegeben, 

BoBKK, proj. Geometrie. 11 
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xx\yy\0/y.,. ihre Paare. Ist (Ä^) ein Kegelschnitt- 
büschel, welcher dieselbe ausschneidet, so möge in der Stei- 
ner'schen Verwandtschaft der Kegelschnitt Ä der Geraden G 
entsprechen. Sind nun a, a irgend zwei feste Punkte von G, 
und a, a' die ihnen für den Büschel conjungirten, jr, Q, j . . ., 
j'^ 9? ä' • • • ^i® beiden abgeleiteten geraden Gebilde, so sind 
aj, at)y aj . . . die Polaren von a und a'j', at)', a' j' ... die 
Polaren von a für die Kegelschnitte AJ, A^ , A^ . . . des 
Büschels, welche die Paare xx\ yy\ zz\ . . enthalten. Da 
nun der Polarenbüschel 

a(E^}...)Aa'(E't)'ä'...) 
ist, indem beide U erzeugen, so ist auch 

IE9S---I A |E'^'ä'...|, 
und nach Kap. IV, § 2, Aufgabe 1, Seite 76 ist {6?} ad- 
jungirt den projektivischen geraden Gebilden. 

Definition. Die Involution ist projeJctivisch zu dem aus 
ihr abgeleiteten Gebilde. 

Lehrsatz 3. Die Involution auf dem Kegelschnitte ist 

projelctivisch zu dem Strahlenbüschel, der ihre Paare ausschneidet. 

Fig. 78. Ist p der Pol, xx' ein Paar der Involution und t ein 

beliebiger Punkt des Kegelschnittes K, so bestimme man 

in (t) den Strahl, welcher tx, tx' 
von dem festen Strahle tp har- 
monisch trennt. Schneidet der- 
selbe XX in p', so ist p' ein 
Punkt von 5ß, der Polare von 
p für K. Da nun ^(p') projek- 
tivisch ist zu der Involution, so 
ist es auch der Strahlenbüschel 

Pig 78 * Folgerungen. 1. Soll eine 

Involution projektivisch bezogen 
werden auf ein anderes Gebilde, so kann man drei Paaren der 
Involution drei beliebige Elemente des Gebildes zuweisen, 
wodurch dann die Projektivität vollständig bestimmt ist. Das- 
selbe gilt, wenn das zweite Gebilde wieder eine Involution 
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ist, wenn statt des Elementes ein Paar der Involution ge- 
nommen wird. 

2. Haben zwei conlocale projektivische Involutionen 
drei homologe Paare gemeinschaftlich, so sind sie identisch. 

Lehrsatz 4. Die Kegelschnitte eines Büschels schneiden 
auf zwei Geraden G, G' der Ebene zwei m einander projek- 
tivische Involutionen {G}, {6r'} aus. 

Ist a der Schnittpunkt von G mit 6r' und o der ihm im 
Büschel conjugirte, so schneidet der Pj>larenbüschel (o) auf 
G und ö' die aus {G} und {6r'} abgeleiteten geraden Ge- 
bilde aus, woraus die Behauptung des Lehrsatzes folgt. 

Folgerungen. 1. Der Kegelschnittböschel ist projekti- 
visch zu der Involution, die er auf einer beliebigen Geraden 
ausschneidet. 

2. Zwei projektivische Kegelschnittbüschel schneiden 
zwei Gerade (oder auch eine) in zwei zu einander projekti- 
vischen Involutionen. 

Lehrsatz 6. Zwei auf demselben Träger liegende projek- 
tivische Involutionen [J]^ {3} haben vier Doppelelemente d. h. 
solche Elemente, welche zwei entsprechenden Pamren der Involu- 
tionen angehören. Die Doppelelemente können paarweise con- 
jungirt imaginär sein. 




Fig. 79. 

Zum Behuf des Beweises nehmen wir die Involutionen rig. 79. 
auf dem Kegelschnitte K an, p sei der Pol von [J] und p 
von { 3 } . Die durch die Paare der Involution auf einander 

11* 
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projektivisch bezogenen Strahlenbüschel (p) und (p) erzeugen 
einen Kegelschnitt S. Ist d ein Schnittpunkt von Ä und K^ 
so ist derselbe ein Doppelpunkt; woraus die Behauptungen 
des Lehrsatzes folgen. 

Folgerung 1. Ist eine Involution elliptisch^ die andere 
hyperbolisch, so sind wenigstens zwei Doppelpunkte reell. 
Denn der eine Pol liegt innerhalb, der andere ausserhalb K, 
also muss fö den K wenigstens in zwei reellen Punkten 
schneiden. ^ 

2. Haben {J} und {3} ein Paar (aa') = (aa') ge- 
Fig. 80. meinschaftlichj so sind die beiden anderen Doppelpunkte ein Paar 

aller der Involutionen, die durch zwei homologe Paare xx und 
je' bestimmt werden. Denn die projekti vischen Büschel (p) 

und (p) liegen perspektivisch und 
erzeugen mithin eine Gerade T, 
welche Kia den zwei übrigen Dop- 
pelpunkten schneidet. Die Strah- 
len pxx' und pEj' schneiden ein- 
ander daher in dem Punkte | von 
T d. h. S ist der Pol der Invo- 
lution, deren Paare xx\ jj' sind, 
also sind auch die Punkte, in 
welchen T den K schneidet, ein 
^^*- ^' Paar dieser Involution. 

3. Das Erzeugnis zweier projektivischer Kegelschnitt- 
büschel ist von der vierten Ordnung, indem jede Gerade vier 
Punkte desselben enthält: die Doppelpunkte der auf ihr 
liegenden projektivischen Involutionen. Gleiches gilt von dem 
Erzeugnisse zweier projektivischer Strahleninvolutionen. 

Lehrsatz 6. Eine Involution und ein dazu conhcales 
prqjekHvisches Gebilde haben drei Doppelelemente, Von denselben 
ist stets eines reell, zwei Icönnen conjungirt imaginär sein. 

Die Involution liege auf dem Kegelschnitte K und habe 
in p ihren Pol. Projicirt man das dazu projektivische Ge- 
bilde aus dem Punkte t von K, so werden die projektivischen 
Büschel (p) und (t) einen Kegelschnitt Ä erzeugen, der durch 
t geht, also K notwendig noch in einem Punkte d schneidet, 
der ein Doppelpunkt ist. 




VII. § 1. Projektivität im Kegelschnittbüschel. 



165 



Anmerkung. Das aus der Involution [J] mittels des 
Elementes a abgeleitete Gebilde hat mit derselben drei Doppel- 
punkte gemeinschaftlich; bestehend aus a und den Deck- 
punkten von {J}. 

Folgerung. Das Erzeugnis eines Strahlenbüschels und 
eines zu demselben projektivischen Kegelschnittbüschels ist 
von der dritten Ordnung, indem auf jeder Geraden der Ebene 
drei Punkte desselben liegen. Von diesen ist einer stets reell. 
Gleiches gilt von dem Erzeugnis eines Strahlenbüschels und 
einer dazu projektivischen Strahleninvolution. 

Lehrsatz 7. Durch das Erzeugnis (7* der KegeUchnitt- 
hüschel (^l2^M3^..) A WStg'V---) ^^den auch die 
Büschel {A^ %^) und {Ä^ %^^) auf einander projeJctivisch be- 
zogen, so dass also, wenn B^, B^ die Kegelschnitte der Büschel 
sind, welche durch denselben Punkt von C^ gehen, die Büschel 
{A,^ 5li^Bi^ . . .) A (A,'n^^B,' . . .) dasselbe Erzeugnis C* h^- 
vorbringen» 

Es sei g einer der Schnittpunkte von ^3^ und %^, also 
ein Punkt von C*, und G eine beliebige durch g gehende 
Gerade. Auf G schneidet der Büschel {A^) eine Involution { G } 
und (31^) die dazu projektivische Involution {®} aus. g ist 
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ein Doppelpunkt der projektischen Involutionen, g',g ,g ' 
seien die übrigen. 

Projiciren wir { G } und { @ } aus einem Punkte h eines Fig. si. 
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Kegelschnittes K auf diesen, so seien p und p die Pole der 
auf K projicirten Involutionen, und d sei die Projektion von g. 
Sind öiöi', 02^2' ^i® Projektionen der Paare von {6r}, in 
welchen A^, A^ die G schneiden, und entsprechen analog o^ a/, 
ttgOg' den Schnittpunkten von %^, %^ mit 6r, so ist der 
Büschel p{a^a^d , . ?) A ^^(öiagcZ. . .) und sie erzeugen daher 
den Kegelschnitt Ä, welcher durch (Z, |), p geht und auf K 
die Punkte d\ d", d'" bestimmt, die aus Tc auf G projicirt 
die drei übrigen Punkte g', g\ g'" von C^ liefern. 

Ist qi der Schnittpunkt von pa^ und pa^ und ^g der von 
^«2 ^^d P^2> ^u ^2 *lso auf Ä gelegen, so ist g^ der Pol 
der Involution, die aus Je auf G^ projicirt vom Kegelschnitt- 
büschel {A^^ Sl^^) ausgeschnitten wird, und analog entspricht 
der Pol q2 der Involution, welche der Büschel (A^^ Slg^) auf G 
ausschneidet. 

Ist nun Sj^ der Kegelschnitt des Büschels (A^^^^^), der 
durch g geht und ^2^ ^^^ solcher von (A^^ ^2% ^^^ bezieht man 
den Büschel {A^^'ä^^ B,^ . . .) A {A^^^^^B^^ . . .), so wird von 
ihrem Erzeugnisse C/ g ein Punkt sein. Die drei übrigen 
bestimmen wir dadurch, dass wir die Involutionen aus h auf 
K projiciren, welche diese Büschel auf G ausschneiden. Da 
nun der Büschel q^ («j a^ d . . .) A ^'2 (^2 ^2 ^ • • •) wird, so er- 
zeugen diese denselben Kegelschnitt Ä, der durch d,p, p, g^, gg 
vollständig bestimmt ist, mithin ergeben sich auf K dieselben 
Doppelpunkte d\ d'\ d"\ die aus Tc projicirt auf G dieselben 
drei Punkte g^ g\ g'" liefern, die C* angehörten. Da G 
beliebig durch g gelegt wurde, so ist (7/ mit C* , identisch. 

§ 2. Das Kegelsohnittnetz. 

Definition. Alle Kegelschnitte y für welche drei Punkte- 
paare aa, bhf cc conjvgirte Pole sind, bilden ein Kegelschnitt- 
netz. Wir setzen natürlich voraus, dass diese drei Paare 
nicht die Lage haben, wie sie im Lehrsatze 3 des § 7, Kap. III 
auftritt, da sie dann nur als zwei bestimmende Paare für die 
Kegelschnitte gelten würden. Fällt ein Punktepaar in einen 
Punkt zusammen, so müssen alle Kegelschnitte des Netzes 
durch diesen Punkt gehen. Die Kegelschnitte, welche durch 
drei Punkte gehen, bilden daher ein specielles Netz. 
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Ein Kegelschnitt des Netzes ist durch irgend zwei Punkte 
der Ebene bestimmt (Aufgabe 4 des § 1, Kap. VI, Seite 139). 
Durch einen Punkt x der Ebene geht ein Büschel von Kegel- 
schnitten des Netzes. Zwei Büschel, welche durch die Punkte 
Xy y bestimmt werden, haben stets den Kegelschnitt des 
Netzes gemeinschaftlich, welcher durch x, y bestimmt ist. 

Lehrsatz 1. Sind A^, B\ C^ drei Kegelschnitte der Ebene, 
die nicht einem Büschel angehören, und ist I? ein Kegelschnitt 
des Büschels {A?C^) und M^ ein solcher von (B^C% so liegen 
alle Kegelschnitte des Büschels (L^ M^) in einem Netze, wobei 
sowol L^ als M} die Büschel (Ä^C^) resp. (B^C^) durchlaufen 
sollen. Ist K^ ein Kegelschnitt des Büschels {U M^) und K^ 
ein solcher eines anderen Büschels {L^ ^1% so liegen auch die 
Kegelschnitte des Büschels {K^ K^^) in demselben Netze,- u. 5. w. 

Sei a eine Ecke des A^, C^ gemeinschaftlichen Poldrei- 
eckes und A die Polare von a für A^ und C^ Ist dann a der 
Schnittpunkt der Polare Ä von a für B^, so sind a, a conjugirte 
Pole für A% B\ C\ Analog erhält man durch die Büschel [b^G^) 
und {A^B^) zwei weitere Paare 66, cc von Punkten, welche 
auch für A^, B^, C^ conjugirt sind. Daher sind aber auch 
aa, bh, cc für i^ und M^, also für jeden Kegelschnitt des 
Büschels (UM^) conjugirt, also auch für K^ u. s. w. 

Auf diese Art bestimmen irgend drei Kegelschnitte des 
Netzes, die nicht in einem Büschel liegen, das Netz. Jedes 
Punktepaar ad, welches für drei solche Kegelschnitte con- 
jugirt ist, ist conjugirt für alle Kegelschnitte des Netzes. 

Znsatz. Es gibt unendlich viele Punktepaare xi, welche 
in Bezug auf die Kegelschnitte des Netzes conjugirt sind. 
Denn ist {K^K^^) irgend ein Büschel des Netzes und x eine 
Ecke des K^ und K^ conjugirten Dreieckes, X die Polare 
von X für K^ und K^, so wird die Polare X' von x für 
irgend einen Kegelschnitt des Netzes, der nicht im Büschel 
(K^K^^) enthalten ist, die X im Punkte je schneiden. 

Lehrsatz 2. Die Kegelschnitte des Netzes schneiden auf 
einer Chordale dieselbe Involution aus. 

unter Chordale soll eine Gerade S verstanden werden, 
welche zwei Schnittpunkte zweier Kegelschnitte des Netzes 
trägt. Die Gerade ©, welche die zwei anderen Schnittpunkte 
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derselben Kegelschnitte trägt, heisse die zu S conjugirte 
Chordale. 

Es mögen sich L^, M^ in den Punkten xx' von S 
schneiden und K\ welcher nicht im Büschel {U M^) liegt, 
soll S ivL yy' treffen. Dann schneiden die Büschel (Iß K^) 
und (M^K^) auf S dieselbe Involution [S] aus, deren zwei 
Paare xx\ yy' sind. Ist daher X^ irgend ein Kegelschnitt 
von {M^K^) und Y^ ein solcher von {L?K^)y so schneidet 
auch der Büschel {X^Y^) auf S die Involution [S] aus. 

Znsatz. Sind d, b die Deckpunkte von {/S}, so sind sie 
conjugirt in Bezug auf alle Kegelschnitte des Netzes. Jede 
Chordale enthält daher ein Paar coujugirter Pole des Netzes. 
und umgekehrt ist die Verbindungsgerade zweier conjugirter 
Punkte d, b eine Chordale. Denn alle Kegelschnitte des Netzes 
treffen db in Punktepaaren, welche J, b harmonisch trennen, 
also eine Involution bilden. Durch einen Punkt x von db geht 
ein Büschel von Kegelschnitten des Netzes, welche alle auch den 
Punkt x' enthalten müssen, der x von d, b harmonisch trennt. 

Jede Gerade, auf welcher die Kegelschnitte des Netzes 
dieselbe Involution ausschneiden, ist eine Chordale. 

Lehrsatz 3. Schneiden die Büschel {J?) (W) des Netzes 
auf der Chordale 8 dieselben Faare xx\ yy' . , , der Involu- 
tion {5} aw5, 50 schneiden einander je zwei entsprechende Kegel- 
schnitte noch in zwei Punkten jjc', 5^'..., die au f der con- 
jugirten Chordale @ die Involution {©} bilden. 

Durch die Involution {S] werden (Ä^) und (Sl^) projek- 
tivisch auf einander so bezogen, dass der Kegelschnitt i*, 
welcher beiden Büscheln gemeinschaftlich ist, sich selbst ent- 
spricht. Schneiden sich nun Äx^ und Sla-^ ausser in x' auf S 
noch in j, j', so ist Jj' = @ die zu S conjugirte Chordale, 
welche S in p schneiden möge, p' sei der zu p gehörige 
Punkt in'f/S} und p' möge p in {©} entsprechen, dann 
gehen -4./ und %p^ durch p' und p\ Sind femer l, V die 
Schnittpunkte von L^ mit S und I, V die mit @, so sind in 
den auf @ liegenden von {A^) A (21^) ausgeschnittenen In- 
volutionen ii\ p)f\ W drei coi'ncidirende homologe Paare, 
also sind die Involutionen identisch (Folgerung 2 zu Lehr- 
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satz 3 des § 1, Seite 163) mit der Involution {©}, welche 
die Kegelschnitte des Netzes auf @ ausschneiden. 

Lehrsatz 4. Sind 8, @ 0wei conjugirte Chordalm und 
wird S von einem Kegelschnitte A^ des Netzes in s, s\ die © 
in §, §' geschnitten, so ist s% ==» S^ wieder eine Chordale und 
s'§' = ©1 ist die conjugirte Chordale, 

Denn sind Ä^, Sl^ irgend zwei Kegelschnitte, die sich 
auf Sy © schneide!!, so ist sS ein Paar der Involution, 
welche der Büschel (^^31^) auf Äi=sg ausschneidet (Seite 133, 
erster Absatz). Da nun s, § auch Schnittpunkte von A^^ 
sind, so schneiden die Büschel (A^ A^^) und (^^A^^) auf S^ 
dieselbe Involution aus, also auch die Kegelschnitte des 
Netzes, dieselbe ist mithin eine Chordale. Da alle Kegel- 
schnitte des Netzes, welche durch s gehen auch s\ ^, §' 
enthalten, so ist s'§' = ©^ die zu 8^ conjugirte Chordale. 

Ein Paar conjugirter Chordalen vertritt also einen Kegel- 
schnitt des Netzes. 

Lehrsatz 6. Die Punkte x, j, welche in Bezug auf alle 
Kegelschnitte des Netzes conjugirte Pole sind, werden aus irgend 
einem, p, von ihnen durch eine Strahleninvolution projicirt 

Ist nämlich p)p ein Paar solcher Punkte, so wird in 
dem Büschel (A^) des Netzes ein bestimmter Kegelschnitt P^ 
existiren, welcher die Gerade P durch p zur Polaren von p 
besitzt. Ist (JB^) ein anderer Büschel des Netzes, welcher den 
Kegelschnitt P^ nicht enthält, so wird in demselben ein be- 
stimmter Kegelschnitt Q^ existiren, dessen Polare von p die- 
selbe Gerade P ist. Der Büschel (P^ Q^) bestimmt nun eine 
Steiner'sche Verwandtschaft, für welche p ein Hauptpunkt ist, 
und in welcher x, j entsprechende Punkte sind. Dieselben 
werden daher durch eine Strahleninvolution aus p projicirt 
(Kap. V, § 3, Lehrsatz 2, Seite 115). 

§ 3. Betrachtungen an zwei Kegelschnittbüscheln , die 
nicht in einem Netze liegen. 

Es seien (A^), (W) zwei Büschel, die nicht in einem Netze 
von Kegelschnitten liegen. Auf einer willkürlichen Geraden G 
schneidet dann (A^) eine Involution {G) und (21^) eine In- 
volution {G'] aus, die ein Paar aa' gemeinschaftlich haben. 
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Die Kegelschnitte Äay %ay welche dieses Paar ausschneiden, 
schneiden einander noch in zwei Punkten a, a', und die Gerade 
^oJ =^% soll die zu 6r conjugirte SeJcante heissen. 

Hiedurch ist jeder Geraden G eine Sekante zugewiesen, 
derart, dass die conjugirte Sekante zu & wieder G ist d. h. 
die conjugirten Sekanten entsprechen einander involutorisch. 

Lehrsatz 1. Sind go; Si ^^^* durch f gehende Geraden^ 
denen dieselbe Sekante F conjugirt ist, so ist F conjugirt zu 
allen Strahlen des Büschels (f). 

Denn schneiden sich A^, %q^ auf %q F, und A^, %^^ auf 
5i F, so schneiden die beiden Büschel (-4^) und (Sl^) auf 
F dieselbe Involution [F] aus. Ordnet man die Kegel- 
schnitte der Büschel einander zu, welche dasselbe Paar von 
[F] projiciren, so sind die Büschel aufeinander projektivisch 
bezogen, ihr Erzeugnis (7* ist von der vierteü Ordnung und F 
gehört offenbar dazu. 

Der Punkt f gehört (7* an. Denn die Schnittpunkte 
Aq, %q mit %Q sind zwei Punkte von (7*, und der Schnitt- 
punkt (Pq von F mit 5o ^s* ^^^ dritter Punkt. Nach Fol- 
gerung 2 zu Lehrsatz 5 des § 1, Seite 164 ist f der vierte 
Punkt von C^ auf 5o; ^^^^ 9o f i^* ^^^ V2i2iX der Involu- 
tion, welche die Schnittpunkte von A^, 31^^ auf %q bestimmen 
(Seite 133, erster Absatz). Sind daher J.^, S(^ irgend zwei 
einander entsprechende Kegelschnitte, die sich also auf F 
schneiden, so muss ihre zweite Sekante % durch f gehen, da 
F durch q)^ geht. % ändert sich mit A^, 2t^. (Vgl. den Zusatz.) 

Ist G eine zweite Gerade, auf der {A'^) und (St^) dieselbe 
Involution { G } ausschneiden, so sei h der Schnittpunkt von 
G mit F und g der ihm in [F] entsprechende Punkt. Der 
in {(t) zu A entsprechende Punkt ist f. Denn sind A^^, %x^ 
irgend zwei Kegelschnitte, die sich auf F schneiden, so ist 
der Schnittpunkt der conjugirten Sekante 5« von F mit G 
der Punkt, welcher h in der Involution entspricht, die der 
Büschel {Ax^%x^) auf G ausschneidet. Dieses ist aber die 
Involution { 6r } . Also gehen alle 5^. durch einen Punkt von 
(t, dieser muss nach obigem mit f identisch sein. 

Ist nun P^ der Kegelschnitt von (A^), welcher durch h 
geht und ^^ der von (21^), welcher auch h enthält, so schnei- 
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den sich P^ und $ß^ auch in g und /", und e sei der vierte 
Schnittpunkt. Dann ist gf = H eine dritte Gerade, auf der 
(A^) und (31*) dieselbe Involution ausschneiden. Denn seien 
^x^9 ^x^ wieder die sich auf 2^5«? schneidenden Kegel- 
schnitte, so ist hf ein Paar der Involution, welche der Bü- 
schel (Äx^ 2lx^) auf H ausschneidet, denn h liegt auf F und 
f liegt auf %x- Daher schneidet der Büschel {AxP^) = (A^) 
dieselbe Involution auf S" aus, wie der Büschel (9la.^5ß^) = (2t*). 

Die zu G conjugirten Sekanten gehen durch g und die 
zu H conjugirten durch h. Es ist ersichtlich, dass weiter 
keine Gerade existiren kann, auf der die Büschel dieselbe 
Involution ausschneiden. 

Zusatz. Der Büschel (f) der Sekanten 5« ist projehtivisch 
den beiden Büscheln {A^) und (21*), welche auf F dieselbe Involu- 
tion ausschneiden, und zwar entsprechen %x die Kegelschnitte 
Ax^ 2lx^ die sich auf F%x schneiden. Denn ist 9), (p' der zu 
f im Büschel {A}) resp. (21*) conjugirte Punkt, so erzeugen 
die Polarenbüschel (9)) A (9>') von f in Bezug auf die Kegel- 
schnitte (-4*), (21*), welche dieselben Paare von {P} aus- 
schneiden, einen Kegelschnitt S, der durch f geht, denn (pf 
ist Tangente von P* und 9'/* Tangente von ^*. Die Polaren 
Ax, %x von f für Ax^, 21a;* schneiden einander aber in einem 
Punkte von %x y also ist 

da die drei Büschel dieselben Punkte von Ä projiciren und 
ihre Scheitel auf Ä liegen. Es ist mithin {f) auch projekti- 
visch zu (-4*) und (21*), da diese projektivisch sind zu (9)) 
resp. (9)')- 

Lehrsatz 2. Den Strahlen S^, S2, S^, . . , eines Punktes s 
entsprechen die conjugirten Sekanten ©1, @2> ®3> •••? welche 
einen Kegelschnitt 2J einhüllen. 

Es mögen sich ^j*, 21,* auf 5,-, ©,• schneiden und ©j 
werde von Si in a;,-, von ©,• in j,- getrofifen; dann zeigt man 
vorerst leicht, dass a:/j,- auf ©^ eine Involution {©1} be- 
schreiben, welche auch von dem Büschel (-4/2(5*) ausge- 
schnitten wird, wenn ^/, 21,* die Kegelschnitte der beiden 
Büschel sind, welche s enthalten. 
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Denn macht man {A^^ Ai^ A?)7\ {\^%?1li?), so sind 
die Schnittpunkte von A^y %^ auf ©^ zwei Punkte des Er- 
zeugnisses (7*, die letzten zwei sind daher nach Folgerung 2 
zu Lehrsatz 5 des § 1, Seite 164 ein Paar der Involution 
{@i}, welche der Büschel {A?%^) auf ©^ ausschneidet. Da 
nun zu Folge des Lehrsatzes 7, § 1, Seite 165 durch die C* 
auch der Büschel {A^^ Sl^^ B^^) 7\ {Ai^ 81.* B?) ist, wenn 
j5l^ J5.-2 die Kegelschnitte des Büschels {A^^%^^) resp. {Ai^%?) 
sind, welche s enthalten, so sieht man, dass B^ mit S^ ©i 
und B^ mit ä,©,- identisch ist. Dieses letztere Geradenpaar 
Si ©,• schneidet daher ©j in den zwei Punkten a;,-, j; von G\ 
und mithin ist Xi j; ein Paar der Involution { ©i } . 

Sei nun S^ irgend ein anderer Strahl von s und @i' die 
fhm conjugirte Sekante, welche von Si ©» in xl %( geschnitten 
wird. x{i{ durchlaufen dann auf ©i' wieder eine Involution 
{ ©i' } . Da nun a;,-, x! auf ©i und ©i' perspektivisch liegende 
gerade Gebilde beschreiben, so durchlaufen j», j/ projektivische 
Punktreihen auf ©i und ©/; also hüllt ?,£/ = ©,• einen 
Kegelschnitt S ein. 

Lehrsatz 3. Alle Kegelschnitte Z haben drei feste Tan- 
genten gemeinschaftlich^ aufweichen die Kegelschnitte der Büschel 
{A}) und (Sl^) identische Involutionen ausschneiden. Von diesen 
Tangenten ist stets eine reell Die 0wei anderen körnten conjun- 
girt imaginär sein. 

Denn seien s, 5' irgend zwei Punkte der Ebene, 27, 2^' 
die ihnen entsprechenden Kegelschnitte, so haben dieselben 
die zu 5s' = Äo conjugirte Sekante ©0 als gemeinschaftliche 
Tangente. Daher ist stets noch eine reelle Tangente F beider 
Kegelschnitte vorhanden. (Kap. V, § 5, Seite 122.) 

Seien 5, %' die beiden Strahlen von s resp. 5', welchen 
F gleichzeitig conjugirt ist, und f sei der Schnittpunkt von 
f5, %\ Dann ist klar, dass die Büschel {A^), {%^) auf F 
dieselbe Involution [F] ausschneiden, indem F%y F%' die 
Sekanten der Kegelschnitte A\ Sl^ und -4'^ «'« sind. Ist 
umgekehrt s" ein beliebiger Punkt der Ebene, so wird dem 
Strahle s'f die Gerade F als conjugirte Sekante zugehören 
(nach Lehrsatz 2), also berührt 21" auch F. 

Dasselbe gilt von den zwei übrigen gemeinschaftlichen 
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Tangenten G, H von 27, E\ Man kann auch direkt zeigen, 
dass 2 und 27' für f dieselbe Polareninvolution besitzen. 

Folgerung. Ist x ein Punkt von F, so entsprechen allen 
Strählen X von {x) als conjiigirte Sekanten die Strahlen X des 
Punktes j von F, so dass xi^ ein Paar der Involution [F] 
ist Denn schneiden sich J.*, 21* auf X und 3£ und sind a; je 
die Schnittpunkte von X, X mit jF, so sind a; j ein Paar der 
Involution, die der Büschel {A^%^) auf JP ausschneidet (Seite 133, 
erster Absatz). Da dasselbe für G und H gilt, so liegen die 
drei Involutionen {jF}, {ö), [H] so gegeneinander, dass drei 
Punkten a?, x'y x\ welche auf der Geraden X liegen, drei 
Punkte E, j', j" in denselben entsprechen, die wieder auf 
einer geraden 36 liegen. Hieraus folgt, dass von den drei In- 
volutionen entweder eine hyperbolisch und zwei elliptisch, oder 
alle drei hyperbolisch sein müssen, und dass in dem letzten 
Falle die Deckpunkte auf vier Geraden liegen, welche ein 
Vierseit bilden, dessen Diagonaldreiseit das Dreiseit FGH ist. 

Anmerkung. Aus dem Vorangehenden beweist man 
leicht, dass durch Polarisirung der Beziehung zwischen S, @ 
die Steiner'sche Verwandtschaft erhalten wird. 

Zusätze. 1. Die Betrachtungen bleiben im Wesentlichen 
dieselben, wenn die Basispunkte des Büschels coincidiren, 
auch dann, wenn der eine Büschel aus doppelt berührenden 
Kegelschnitten besteht. 

2. Berühren sich auf F die Kegelschnitte Aq, %q in 
dem Punktepaar a^a^ von [F] , so fallt /"auf F und alle 
Kegelschnitte 27 berühren F in f , wobei ff ein Paar von 

{F\ ist. 

3. Haben die Büschel {A?\ (31^) einen Basispunkt f ge- 
meinschaftlich, so ergibt sich F auf folgende Art. Es sei T 
eine beliebige durch /* gehende Gerade, t ein sie durchlaufender 
Punkt. Dann haben die Kegelschnitte A? , %? ausser T noch 
eine Sekante %, welche durch einen festen Punkt t geht. Ist 
t^ der Schnittpunkt von Ai mit T, so ist t^^ = JF die Ge- 
rade, auf der {A}^ und (91*) dieselbe Involution { F\ ausschneiden 
und daher geht 8lt^ auch durch t^. Denn es ist der Büschel 
{A^) 7\ (Sl<*), und zu ihrem Erzeugnisse (7* gehört T. Schnei- 
den sich At^, Sl</ auf Sj in g, j', so ist der vierte Punkt 
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von (7* auf Ij der Punkt t, welcher t^ in der Involution zu- 
geordnet ist, die (-4;^ ^ 31^^^) auf % ausschneiden. Da nun das- 
selbe für irgend zwei Kegelschnitte At^, %^ gilt (Folgerung 2, 
zu Lehrsatz 5 des § 1, Seite 164) und die Sekante T stets 
durch t^ geht, so muss % durch t auf %i gehen. Ist Iq der 
Schnittpunkt von At^ mit T, so muss daher Sl</ durch t 
gehen, ist also mit %t^ identisch. Auf i^= ^^t sind dann t^o 
ein Paar jeder der Involutionen, welche die Büschel {At^ %^) 
ausschneiden, oder der Büschel (At A^) schneidet dieselbe 
Involution wie (^?%^) auf F aus. 

4. Haben {A}) und (Sl^) zwei Basispunkte auf der Geraden 
4d gemeinschaftlich und sind D, S) die beiden anderen Geraden, 
welche die restlichen Basispunkfce tragen, so wird jede Ge- 
rade 8y welche durch den Schnittpunkt d von D mit S) geht 
und z:/ in S schneidet^ in dS das Paar enthalten, welches 
beiden Involutionen gemeinschaftlich ist, die (J.^) und (^^) 
auf S ausschneiden. 

Eine Gerade Fy auf welcher beide Büschel dieselbe In- 
volution ausschneiden, muss durch d gehen, denn auf einer 
Geraden 5, die nicht durch d geht, schneidet {A^) eine In- 
volution aus, von Aex J D auch ein Paar enthalten, während 
(Sl*) die Involution ausschneidet, von der z:/ 2) ein Paar ent- 
halten. Die Involutionen können daher nicht identisch sein. 

Es gehen durch d nur zwei Strahlen, auf denen beide 
Büschel identische Involutionen ausschneiden, nämlich die 
beiden Strahlen, welche die auf ^d gelegenen gemeinschaft- 
lichen Basispunkte projiciren. Jeder der Strahlen wird von 
den Büscheln in einer parabolischen Involution geschnitten. 

Ginge durch d noch ein Strahl A, auf dem {A^) und (31*) 
dieselbe Involution ausschneiden, dann liegen beide Büschel 
in einem Netze, d. h. durch die sechs Basispunkte geht ein 
Kegelschnitt K^, Denn auf A mögen sich die Kegelschnitte 
A^,%^ schneiden, und S sei eine beliebige durch d gehende 
Gerade, welche d in S schneidet, so schneiden (-4.*) und (8*) 
auch auf Ä dieselbe Involution aus. Denn da ist ein Paar der 
Involution, welche der Büschel {A^%'^) auf 8 ausschneidet 
(Seite 133, erster Absatz), daher schneiden die Büschel 
{A\JB) = {A^) und (SIS z/S)) = (31^) 
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auf S dieselbe Involution aus, indem der zerfallende Kegel- 
schnitt ^ D durch d S geht, welche Punkte auch auf z:/ S) 
liegen. Lässt man S mit D zusammenfallen, so folgt ebenso, 
dass auf D der Büschel (31^) eine Involution ausschneidet, 
von der die Basispunkte des Büschels (A^) ein Paar sind. 
Daher geht ein Kegelschnitt K^ des Büschels (21^) durch die 
auf 2) gelegeneu Basispunkte von (-4^), derselbe gehört also 
auch (Ä^) an. Die Richtigkeit der Umkehr ist klar. 



§ 4. Biquadratisohe und cubisohe Involution. 

1. Hilfssatz. Sind Ä^,^^ irgend zwei Kegelschnitte der 
Ebene, X eine durch x gehende Gerade, welche A^ und 2t ^ in 
aa resp. aa schneidet, so ist der Ort des Punktes x , welcher 
X in der Involution [X] entspricht, deren Paare aa, OlOl sind, 
der Kegelschnitt des Büschels (J.^21^), welcher durch x geht 

2. Hilfssatz. Haben die Büschel {A^), (Ä^) den Kegel- 
schnitt Ä^ gemeinschaftlich, und bezieht man sie so projektivisch 
auf einander, dass Ä^ sich selbst entspricht, so erzeugen sie noch 
einen zweiten Kegelschnitt K^. 

Zu dem Erzeugnisse (7* der Büschel {A^) A (21^) gehört 
S^ Seien AJ, Sla-^ irgend zwei andere sich entsprechende 
Kegelschnitte der Büschel, die sich in x schneiden mögen, 
v^elcher Punkt also auf (7* liegt. Ist X eine willkürliche, 
durch X gehende Gerade, so schneidet sie C^ ausser in x und 
den beiden auf Ä* liegenden Punkten noch in dem Punkte x\ 
so dass xx' ein Paar der Involution auf X ist, welche der 
Büschel {A^ %^) auf X ausschneidet (Folgerung 2 zu Lehr- 
satz 5 des § 1, Seite 164). Daher liegt x' nach dem 1. Hilfs- 
satze ,auf dem Kegelschnitt K^ des Büschels {A^ ^^), welcher 
durch X geht. 

Definition. Die Kegelschnitte eines Büschels {A^), von 
dessen Grundpunkten keiner auf dem Kegelschnitte Ä* liegt, 
schneiden diesen in Quadrupeln tuv w, welche in ihrer Ge- 
sammtheit die biquadratische Involution heissen. 

Lehrsatz 1. Die biquadratische Involution auf Ä^ kann 
ausgeschnitten werden durch unendlich viele Kegelsdmittbüschel, 
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von deren Basispmikten stets einer willkürlich in der Ebene ge- 
wählt werden kann. 

Die biquadratische Involution auf Ä^ sei ausgeschnitten 
durch den Büschel (-4^), das Quadrupel UUiViWi durch den 
Kegelschnitt A^. Sei nun g ein willkürlicher Punkt der 
Ebene und %^, %^ die Kegelschnitte, welche durch g gehen 
und t^ Wi Vi w^ resp. t^ Wg v^ w^ enthalten, und %^ sei der Kegel- 
schnitt des Büschels (Sli* Slg^), welcher ^g enthält. Man be- 
ziehe nun den Büschel 

SO erzeugen dieselbe eine C?*, welche auch erzeugt wird durch 
die Büschel 

wenn B^y B^ die Kegelschnitte der Büschel sind, welche den 
Punkt ^3 enthalten (Lehrsatz 7, § 1, Seite 165). Nun muss B^ 
durch t^ u^ Vi w^ und ^3 und JSg^ durch t^ Wg v^ w^ und t^ gehen 
d. h. B^ ist identisch miiB^, identisch mit Ä^ Nach dem 
zweiten Hilfssatze erzeugen daher die Büschel ausser Ä^ noch 
einen Kegelschnitt K^y welcher die Basispunkte der Büschel 
{AF) und (31^ enthält. Demzufolge schneiden sich entsprechende 
Kegelschnitte der Büschel {A^) und (Sl») nur auf Ä^, denn K^ 
können sie nicht mehr schneiden, oder die biquadratische In- 
volution wird auf Ä^ auch durch den Büschel (91^) ausge- 
schnitten. 

Zusatz. Da je zwei Kegelschnittbüschel, welche dieselbe 
biquadratische Involution aus Ä^ ausschneiden, einander pro- 
jektivisch sind, so nennen wir auch die biquadratische Invo- 
lution projektivisch zu dem sie ausschneidenden Büschel. 

Projicirt man die Quadrupel tuv w aus einem Punkte 
X von Ä^, so erhält man eine biquadratische Involution im 
Strahlenbüschel, welche eine Gerade in einer biquadratischen 
Punktinvolution schneidet. 

Definition. Die Kegelschnitte eines Büschels (-4^), dessen 
ein Basispunkt auf dem Kegelschnitte Ä^ liegt, schneiden S* 
in Tripeln, deren Gesammtheit cuhische Involution heisst. 

Lehrsatz 2. Sind ti v w die Tripel der cubischen In- 
volution auf Ä^ und TJVW die sie verbindenden Geraden 
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(JJ trägt die Punkte v^w u. s. w.), so hüllen alle Geraden 
UVW einen Kegelschnitt ©^ ein. ©^ heisst der Involutions- 
Jcegelschnitt der cubischen Involution, 

Sei g der Basispunkt von (AF), der auf S^ liegt, und 
hy i, Je seien die drei übrigen, H die Gerade, welche i, Ic ent- 
hält Der Kegelschnitt Ä^ möge in dem Tripel uvw schnei- 
den, und es sei x der Schnittpunkt von gu mit S und x' 
der von U mit H. Dann sind x x ein Paar der Involution auf J?, 
welche der Büschel (A?^^) auf ihr ausschneidet (Seite 133). Da 
nun alle Kegelschnitte des Büschels (A?) die festen Punkte 
i, Tc enthalten, so beschreiben a;aj' die Paare einer Involution 
auf H, Da dasselbe für die Schnittpunkte y,y' von gu und 
U mit hJc = J gilt, so beschreiben x', y' auf J?und J pro- 
jektivische gerade Gebilde, indem x und y perspektivisch 
liegende Punktreihen durchlaufen. U = x'y' hüllt daher einen 
Kegelschnitt ©^ ein, der auch H,J und K^==ih berührt. 

Folgerung« Die cubische Involution hat vier Deck- 
punkte: die Berührungspunkte der gemeinschaftlichen Tan- 
genten von ©^ und S^ auf Ä^. 

Lehrsatz 3. Die cubische Involution amf ü^ kann aus- 
gesdmitten werden durch unendlich viele Kegelschnittbüschel, von 
deren Crnmdpunhten einer auf Ä^ und einer in der Ebene will- 
Mrlich gewählt werden Tcann. 

Denn seien u^ v^ w^ , u^ v^ w^ zwei Tripel der Involution 
ausgeschnitten durch die Kegelschnitte A^, A^y welche auf 
Ä^ den Punkt g gemeinschaftlich haben, so lege man durch 
den willkürlichen Punkt g von Ä* und ^ der Ebene den 
Kegelschnitt St^*, welcher u^ v^ w^ und %^, welcher u^ v^ w^ 
enthält. Dann schneidet der Büschel {^^ %^) auf Ä^ eine 
cubische Involution aus, deren Involutionskegelschnitt mit ©^ 
die sechs Tangenten U^, Fi, TFi, ü^^ V^y W^ gemeinschaftlich 
hat, mit ihm also identisch ist. Daher ist auch die cubische 
Involution, welche der Büschel (^^ %^) aus Ä^ ausschneidet, 
identisch mit der, welche {A?) ausschneidet 

Zusatz. Die cubische Involution heisst projektivisch zu 
dem sie ausschneidenden Kegelschnittbüschel. Projicirt man 
die Tripel uvw aus dem Punkte x von Ä^, so erhält man 
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eine cubische Involution im Strahlenbüschel, die von einer 
Geraden in einer cubischen Punktinvolution geschnitten wird. 

Lehrsatz 4. Liegen von den Basispunkten eines Büschels 
{A^) siwei auf dem Kegelschnitte S^ auf der Geraden z/, die 
anderen mögen auf D liegen^ so schneiden die Kegelschnitte Ä^ 
aus Ä* eine quadratische Involution aus, deren Pol p auf D 
liegt. (Die quadratische Involution ist die von uns stets blos 
als Involution bezeichnete^ welche hier nur zum Unterschiede 
von den cubischen und biquadratischen so genannt werden 
möge.) 

Denn sei A die Gerade, welche die zwei Schnittpunkte 
von A? und ^^ trägt, die nicht auf ^ liegen, so schneiden 
A und 4d die Gerade D in zwei Punkten p,jp, welche ein 
Paar derjenigen Involution sind, die der Büschel {A? Ä^) auf 
D ausschneidet (Seite 133). Da aber A^ stets dasselbe Punkte- 
paar von D enthält, so ist die Involution durch A^ und fi^ 
festgelegt, also auch der Schnittpunkt p der Geraden A\ da 
p fest bleibt. 

Zusatz. Die quadratische Involution, welche der Bü- 
schel (A?^ aus Ä^ ausschneidet, ist projektivisch zum Kegel- 
schnittbüschel. 



VIII. Kapitel. 
Curven dritter Ordnung. 

§ 1. Erzeugung der Curven dritter Ordnung. 

Definition. Das Erzeugnis eines Kegelschnittbüschels 
und eines ihm projektivischen Strahlenbüschels ist eine Gurve 
dritter Ordnung. 

Die Curve dritter Ordnung (7® geht durch die Basis- 
punkte des Kegelschnittbüschels und den Scheitel des Strahlen- 
büschels. Dieser heisst GegenjmnJct der Grundpunkte des 
Kegelschnittbüschels. Die Tangente der C^ im Scheitel )f des 
Strahlenbüschels ist jener Strahl von (^)), welcher dem Kegel- 
schnitte des Büschels (Ä^) entspricht, der durch p geht. Ist 
a einer der Grundpunkte des Büschels (A^) , so berührt der 
Kegelschnitt des Büschels (Ä^), welcher dem Strahle p a ent- 
spricht, in a die C\ 

Hilfssatz. Sind a, b, c, b vier feste Ptmkte der Ebene 
a, ß, y, d irgend welche vier feste Elemente eines einfachen Ge- 
bildes {Gerade, Büschel)^ so ist der Ort des Punktes p, für den 
p(abcb) A \^ßyS\ ist, ein Kegelschnitt 5ß* durch a, h, c, b. 

Denn ist p' irgend ein Punkt, der der Bedingung ge- 
nügt, und $ß^ der Kegelschnitt durch a, b, C, b, p', so wird 
für jeden Punkt p von $ß^ die Beziehung 

P(abcb) A p'(abcb) A \ccßyd\ 
stattfinden. ^^ ist aber durch seine Tangente in einem der 
Punkte z. B. a bestimmt; denn ist t ein Punkt derselben, so 
muss a(tbcb) A \<^ßy^\ sein. 

Lehrsatz 1. Soll eine Owrve dritter Ordnung C^ durch 
die acht PtmJcte a, h, c, d, a, b, c, b gehen, so ist der Ort des 

12* 
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Gegetipunktes p für den Büscliel {A^) der Kegelschnitte durch 
a,by c, d ein Kegelschnitt 5ß^ des Büschels (31^) durch a, b, c, b. 
Denn sind Aa^, -4^^, ^c^, A* die Kegelschnitte des Bü- 
schels (A^), welche durch a, b, c, b gehen und p der Gegen- 
punkt von {ah cd), so muss 

t)(abcb)A(A'^b'^c'^') 

sein, d. h. der Ort von p ist nach dem obigen Hilfssatze ein 
Kegelschnitt ^^ des Büschels 2t l 

Ist F eine der Geraden, auf welchen {A^) und (31*) die- 
selbe Involution ausschneiden, f der Punkt, durch den die zu 
F conjugirten Sekanten gehen (Kap. VII, § 3), wobei f nicht 
auf F liegen möge, so geht ?ß^ durch f. Denn die Kegelschnitte 
der Büschel {A?) und (21^) sind projektivisch zugeordnet dem 
Strahlenbüschel (f), wenn man entsprechend setzt die Sekante 
durch f und die beiden Kegelschnitte von {A}) und (21*), die 
sich auf ihr schneiden (Zusatz zu Lehrsatz 1 des § 3, Kap. VE). 
Daher ist 

/(abcb)A(A'^**^c*A*), 
also nach obigem auch 

/"(abcb) A iJ(abcb), 

d. h. der Punkt f liegt auf %\ 

Analog liegt für den Büschel (21*) durch ab cb der Gegen- 
punkt jp für die Curven ©^ durch a, 6, c, rf, a, b, C, b auf dem 
Kegelschnitte P* des Büschels (-4*), der durch f geht. 
Fig. 82. Durch Vermittlung von f und 5ß* kann nun zu jedem 

Strahle X von (p) der Kegelschnitt von (J.*), welcher ihm 
entspricht, folgendermassen construirt werden. Ist g der 
Schnittpunkt von X mit ?ß*, so ziehe man /^g, und der Kegel- 
schnitt -4*, welcher dem Strahle /"g in der projektivischen 
Beziehung zwischen (/}, (J.*) und (21*) entspricht, schneidet 
X in den beiden Punkten von G^ , welche auf X liegen. 

Zusatz. 1. Der Kegelschnitt P* des Büschels (J.*), 
welcher durch /'geht, schneidet nach Lehrsatz 1, § 3, Kap. VII, 
Seite 170 den 5ß* auf F in den Punkten g, h und noch in 
einem Punkte e = e. 

Der Punkt e = t liegt auf allen Curven C*, deren Gegen- 
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piinkt p <mf^^ liegt Denn dem Strahle p c von (p) wird immer 
der Kegelschnitt P^ von (Ä^) entsprechen. Ist daher p der 
Schnittpunkt von p c mit P^, so geht 0^ durch p. Ebenso 
geht die 6^, deren Gegenpunkt für den Büschel (81^) der Punkt 
p ist, durch p, 

2. Ausser den sechs Punkten a, b, C, b, p, e gibt es auf. 
$ß* keinen Punkt, der (7* angehört. Denn wäre j ein solcher, 
so müsste /"j Sekante zweier Kegelschnitte AJ, Sl«^ sein, die 
sich auf F schneiden. Da aber Sla-^ mit 5ß^ identisch ist, so 
muss Ax^ mit P^ zusammenfallen, also kann j nur in c liegen. 




Lehrsatz 2. Die Curve C^, welche erzeugt tvurde durch 
den Strahlenbüschel (p) 7\ (A^), Jcann auch erzeugt werden durch 
den Büschel (A^) und eisten dam projeJctivischen Kegelschnitt- 
büschel (31^), von dessen Grundpunkten drei a, b, c willkürlich 
auf C^ gewählt werden könneti. 

Natürlich wird vorausgesetzt, dass a, b, c nicht auf einer 
Geraden liegen. Denn sei A^ ein Kegelschnitt von (A^), 
welcher den Strahl 5 von p in x, o?' schneidet, und 91^ sei 
der Kegelschnitt durch x, x', a, b, c, der A^ noch auf der Se- 
kante F treffen soll. Ist dann (31^) der Büschel durch a, b, c, 
welcher auf F dieselbe Involution ausschneidet wie (A^)^ so 
ist der Schnittpunkt f der conjungirten Sekanten der Kegel- 
schnitte von (A^) und (31^), welche sich auf F schneiden, 
mit p identisch. Denn da 

p{ahc)7\iAa'A,'A^)7\nahc) 
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Fig. 83 



ist; so wäre auch 

|)(abc)A/"(abc), 
und da / jedenfalls auf g Hegen muss, so wären die Büschel 
(^)) und if) perspektivisch, denn g ist der gemeinschaftliche, 
sich selbst entsprechende Strahl beider. Die drei Punkte 
a, b, C müssten also auf einer Geraden liegen. 

Zu dem Erzeugnisse der Büschel . {A^) A (^^) gehört 
ausser C^ noch die Gerade F, und man sieht, dass der vierte 
Basispunkt b von (Sl^) auf C^ liegen muss. 

Lehrsatz 3. Eine beliebige Gerade X, welche durch den 
Punict ß = e geht, wird von der Gesammtheit der Curven, welche 
den Gegenpunkt p von (Ä^) auf ^^ haben, in einer Involution 
geschnitten, die projektivisch ist m dem krummen Gebilde, wel- 
ches p auf ^^ beschreibt 




Fig. 



Zum Behufe des Beweises bestimmen wir vorerst die 
Schnittpunkte der C^ , welche dem Punkte !p entspricht, mit X. 
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Dieselben sind die zwei noch fehlenden Doppelpunkte des ge- 
raden Gebildes und der ihm projekti vischen Involution auf i, 
welche (!J)) und (Ä^) darauf ausschneiden. Einer der Doppel- 
punkte ist nämlich e = t. Projicirt man zu diesem Zweck 
das gerade Gebilde und die Involution aus f auf 5ß^, so er- 
hält man in i den Pol der letzteren, und es wird (i) /^ (f). 
Der Kegelschnitt Ä^, welchen diese Büschel erzeugen, geht 
auch durch e = e und f und schneidet ^^ noch in zwei 
Punkten, welche aus /"auf 2 projicirt die zwei Schnittpunkte 
von C^ bilden. 

Seien a, b zwei der Basispunkte des Büschels (31^), wel- 
cher mit (Ä^) auch die C^ erzeugt (Lehrsatz 2), so mögen 
pa, ph die Xin a\ß' schneiden, und die Kegelschnitte Aa^, Ä\? 
sollen auf X zwei Paare bestimmen, welche auf $ß^ projicirt auf 
den Strahlen 21, 99 von (z) liegen. Schneidet dann fß\ fa den 
Strahl 81 resp. 93 in /3 und a, so ist ^^ durch a, /3, i, e, f 
bestimmt. Durchläuft nun p den Kegelschnitt 5ß^, so be- 
schreiben a und ß' auf X zwei projekti vische gerade Ge- 
bilde, also beschreiben auch a und ß auf % und 93 zwei 
projektivische gerade Gebilde und der Kegelschnitt Ä^ durch- 
läuft einen Kegelschnittbüschel. Denn sind a^, ß^ die Schnitt- 
punkte von fe mit 31, 93, und a^, ß^ die Schnittpunkte eines 
zweiten Kegelschnittes ^^ mit 21, 93, so wird der Büschel 
(S^ ^^) sowol 31 als 58 in zwei projekti vischen geraden Ge- 
bilden schneiden (Kap. VII, § 1, Lehrsatz 1, Seite 160), deren 
entsprechende Punkte a a^ a^ und ß ß^ ß^ sind, die also iden- 
tisch sind mit den Gebilden, welche man durch Projektion 
von a resp. ß' aus f auf 21 und 93 erhält. 

Der Büschel (Ä^) schneidet daher $ß^ in einer Involution 
(Lehrsatz 4, Kap. VII, § 4, Seite 178), welche aus f auf X 
projicirt die Schnittpunktepaare der C^ mit X liefert. Nach 
dem Zusätze desselben Lehrsatzes ist die Involution projek- 
tivisch zu dem Kegelschnittbüschel (^^), also auch zu dem 
geraden Gebilde, das a auf 31 oder a auf X beschreibt, daher 
auch projektivisch zum krummen Gebilde, das p auf ^^ 
durchläuft. 

Zusatz« Die Curven ®^, welche man erhält, wenn p als 
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Gegenpunkt des Büschels (Ä*) den Kegelsclinitt P* durcli- 
läuft, schneiden X in derselben Involution {X}, wie die 
Curven C^, 

Denn sind Pq^ p^ die Schnittpunkte von P* und $ß^ mit X, 
so ist PqPq ein Paar von {X}, da die C^, welche pQ ent- 
spricht, durch Pq geht und umgekehrt. (Zusatz 1 zu Lehrs. 1.) 
Die Curve C^, welche man aber erhält, wenn p nach f rückt, 
ist identisch mit der S^, welche erhalten wird, wenn p auf/* 
fällt (Lehrsatz 2), sie schneidet daher X in einem zweiten 
Paare der Involution {X}. 

Lehrsatz 4. Jede Ctirve dritter Ordnung G^, welche er- 
zeugt wird durch den Kegelschnitthüschel (A^) und den ihm pro- 
jehtivischen Strählenhüschel (p,), kann auch erzeugt werden durch 
einen Kegelschnittbüschel (Sl^), dessen Basispunkte a, b, c, b 
auf C{^ willkürlich gewählt werden können, deren Gegenpunkt p^ 
dann vollständig bestimmt ist. 

Hat man a, b, c, b auf C^^ willkürlich gewählt, so be- 
stimmt der Kegelschnittbüschel (21^) durch diese vier Punkte 
mit (Ä^) zusammen die Gerade F, auf welcher beide dieselbe 
Involution {F} ausschneiden, und den ihr entsprechenden 
Punkt f. Der Punkt pj liegt nach Lehrsatz 1, Seite 179 auf 
dem Kegelschnitte 5ß^ des Büschels (21^), der durch f geht. 
Der Kegelschnitt P^ des Büschels (Ä^) durch f schneidet dann 
?ß^ ausser auf F noch in dem Punkte e = e. Sei X eine 
durch e = c gehende Gerade und qj r die Schnittpunkte von 
G^^ mit X, also ein Paar der Involution {X}. 

Denkt man sich nun die Curven 6^ erzeugt durch den 
Büschel (21^) und ihren Gegenpunkt p auf P^, so möge durch 
das Paar q, r von {X} die Curve ßj^ gehen, deren Gegen- 
punkt Pi auf P^ bestimmt ist. Lässt man nun q, r die In- 
volution {X} durchlaufen, so beschreiben pi und j?^ zwei zu 
einander projektivische krumme Gebilde auf 5ß^ und P^ 
Projicirt man beide aus e = c, so erhält man zwei projekti- 
vische Strahlenbüschel t(p^) und e(pi), welche in 

tf=^ef, cg = eg, th==eh 
drei Deckstrahlen haben, also coincidiren, d. h. der Punkt p^ 
ist der Schnittpunkt von tp^ mit P^ 
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Halten wir nun C^^ fest, also auch p^ und jp^, da tp^p^ 
festbleibt, so möge Cj* die Strahlen Z^, Xg, Zg, . . . durch 
e = c in den Paaren qiT^, ^2^2; fo^s;--- schneiden, dann 
schneidet auch S^^, welche erzeugt wird durch den Büschel 
(Sl^) A (Pi); alle die Geraden in denselben Punktepaaren, 
d. h. ©i^ ist identisch mit Oi®, wodurch der Fundamentalsatz 
über die Erzeugung der Curven dritter Ordnung bewiesen ist. 

Folgerungen. 1. Wird die Curve C^ erzeugt durch den 
Büschel (A^) J\ (p), so kann sie auch erzeugt werden durch 
den Büschel (21^) J\ (p), wobei von dem Büschel (Sl*) drei 
Basispunkte 0, b, c und der Gegenpunkt^ auf G^ willkürlich 
gewählt werden können. 

Denn ist P^ der Kegelschnitt des Büschels (Ä^), der 
durch p geht, und schneidet pp den P^ in e = e, so ist 
durch ^), e, a, b, c der Kegelschnitt 5ß^ bestimmt, welcher 
P^ noch in f,g^h schneidet. Der Büschel (W)y welcher 
durch 0, b, C geht und auf gh = F dieselbe Involution aus- 
schneidet, wie (-4^), erzeugt mit (p) die C\ 

2. Sind a, b, C; b irgend vier Punkte von C", so gehört 
ihnen ein bestimmter Gegenpunkt p zu. Ist x ein Punkt von 
C^, so schneidet px dieselbe noch in x' und a, b, C, b, x, x' 
liegen auf dem Kegelschnitt %x^ d. h. ein Kegelschnitt kann 
C^ nur in seclis Punkten schneiden. 

Sind die sechs Schnittpunkte eines Kegelschnittes mit C^ 
bestimmt, so schneidet die Verbindungsgerade irgend zweier 
die (7^ in dem Gegenpunkte der vier übrigen. 

3. Jeder Kegelschnitt ^^, der durch drei Punkte a, b, c 
einer G^ geht, schneidet dieselbe noch in drei Punkten, von 
denen wenigstens einer reell ist. Zwei können conjungirt imagi- 
när sein. Denn nimmt man 0, b , C zu Hauptpunkten einer Stei- 
ner'schen Verwandtschaft an, so wird die G^ wieder in eine 
6^ verwandelt, die durch a, b, C geht. Denn wird G^ er- 
zeugt durch (21^) A (i>), wobei (21^) drei der Grundpunkte in 
a, b, C hat, so wird dem Kegelschnittbüschel in der Steiner- 
schen Verwandtschaft ein Strahlenbüschel (p) entsprechen, 
dem Strahlenbüschel (p) ein Kegelschnittbüschel {AF) durch 
a, b, C, und es wird (J.^) 'J\ (p) sein. Diese erzeugen die ©'. 
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Dem Kegelschnitte Ä^ wird eine Gerade G entsprechen, 
welche & in den drei Punkten schneidet, die B^ mit C^ ge- 
meinschaftlich hat. 

Lehrsatz 6. Zieht man von einem Punkte t der Ebene 
Tangenten an die Kegelschnitte C^ eines Büschels (C?^), so ist 
der Ort der Berührungspunkte eine Curve dritter Ordnung (7^. 

Denn ist t der conjagirte Punkt von t für alle Kegel- 
schnitte des Büschels (C^) , so ist der Ort auch das Erzeugnis 
des Kegelschnittbüschels (C^) und des ihm projektivischen 
Polarenbüschel (t). 

Die C^ geht durch t und berührt daselbst den Kegel- 
schnitt d^ des Büschels, der durch t geht. Auch die Grund- 
punkte des Büschels (C^) liegen auf C^, und die Geraden, 
welche sie mit t verbinden, berühren die C^ in ihnen. 

Lehrsatz 6. Von einem Punkte t der C^ gehen höchstens 
vier Tangenten an dieselbe. Ihre Berührungspunkte liegen auf 
einem Kegelschnitt Ct^ , der die C^ in t berührt. 

Denn wird C^ durch den Büschel (JB^) 7\ (0 erzeugt, so 
sei r der zu t in Bezug auf den Büschel (B^) conjugirte Punkt. 
Dann erzeugen die projektivischen Büschel (t) A W einen 
Kegelschnitt Ci^, der durch t geht und die Gerade T von (t) 
berührt, welche dem Strahle tt von (r) homolog ist. Da T 
auch dem Kegelschnitte Bt^ des Büschels (JB^) entspricht, so 
ist T Tangente von C^ und C^ in t (Vergl. den Anfang 
des § 1.) 

Ist nun a ein Schnittpunkt von Ct^ mit C^, so muss die 
Gerade ta in a von dem Kegelschnitte BJ berührt werden, 
da ra Polare von t für Ba ist. Daher schneidet ta die C^ 
in a in zwei zusammenfallenden Punkten. Aus Folgerung 2 
zu Lehrsatz 4 folgt, dass es nur vier solche Punkte a geben 
kann. 

Der Kegelschnitt Ct^ heisst conische Polare des Punktes t 
für die Curve dritter Ordnung C^. Schneidet der Strahl X 
durch t den ihm entsprechenden Bu^ in den Punkten w, v von 
C^ und Ct^ in |, so ist pwgv] ein harmonisches Quadrupel; 
denn r| ist die Polare von t für Bi^^. 
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§ 2. Der Cnrvenbüsohel dritter Ordnung. 

Definition. Die Gesammtheit der Curven dritter Ord- 
nung, welche durch acht Punkte gehen, von denen keine vier 
auf einer Geraden liegen, heisst Curvenbüschel dritter Ordnung. 

Lehrsatz 1. Die Ci(/rven eines Büschels gehen alle durch 
einen neunten festen Punkt, der durch die acht angenommenen 
bestimmt ist. 

Denn seien a,hy c, d vier solche Punkte, von denen 
keine drei auf einer Geraden liegen, und a, b, C, b eben solche 
vier von den acht angenommenen Punkten, so kann irgend 
eine durch a,6,c, d, a,b, c,b gehende C^ erzeugt werden 
durch den Kegelschnittbüsehel (-4^), dessen Grundpunkte 
a, b, Cy d sind und einen dazu projekti vischen Strahlenbüschel 
(p), dessen Scheitel p auf einem bestimmten Kegelschnitt 5ß^ 
des Büschels (21*) durch 0,b, C, b liegt. 

Ebenso kann aber C^ erzeugt werden durch den Büschel 
(W) und einen dazu projektivischen Strahlenbüschel (p), 
wobei p auf einem Kegelschnitt P* von (Ä^) liegt. Die Ge- 
rade pp geht dann durch einen Schnittpunkt e = c von 5ß^ 
und P*, der auch auf C^ liegt. Dieser Punkt e = e liegt 
mithin auf allen Curven des Büschels. 

Zusatz« Ausser den neun Grundpunkten des Büschels 
haben die Curven keinen Punkt gemeinschaftlich. 

Denn wäre q ein solcher, den C^ und C^^ gemeinschaftlich 
hätten, der nicht auf $ß* liegen kann (Folgerung 2 zu Lehr- 
satz 4, § 1, Seite 185), so möge pq den ^^ in g und p^q 
den ^^ in g^ schneiden. Dann müssten /*g und fQ^ die Se- 
kanten der Kegelschnitte ^ä/, 31/ sein, was unmöglich ist, 
da sich diese Kegelschnitte auf F schneiden müssen. (Con- 
struktion der C^ auf Grund des Lehrsatzes 1, Seite 180.) 

Folgerungen. 1. Zwei Curven dritter Ordnung können 
einander höchstens in neun Punkten schneiden. 

2. Die neun Grundpunkte eines Büschels sind vollständig 
gleichberechtigt. Jede (7^, welche durch irgend acht von ihnen 
geht, enthält auch den neunten. 

3. Durch irgend einen Punkt x der Ebene geht eine 
bestimmte Curve CJ des Büschels (C^). Der ihr entsprechende 
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Punkt p auf ?ß^ wird so bestimmt Für die Curve, welche 
durch den Büschel (Ä^) erzeugt wird und durch b, c, b, o? 
gehen soll, liegt der Scheitel des zu dem Büschel (Ä^) 7\ (p') 
auf dem Kegelschnitte 5ß'^ durch b, c, b, ic, so dass 

ist. Schneiden einander '^^ und 5ß'* ausser in b, c, b noch 
in p, so wird für diesen Punkt sowol 

p(ahcb)7\(Aa'A,'A,'A,'), 



als auch 
daher ist 



p(hcbx)7\(A,^Ac'A,^A,^), 



p{abcbx)7^ {Aa' A^^ Ac' A,^ A,'), 

d. h. die C% welche die projekti vischen Büschel (p) und (A^ 
erzeugen^ geht durch x und gehört dem Büschel an. 

4. Durch neun Punkte, von denen keine vier auf einer 
Geraden liegen, ist eine Curve dritter Ordnung im Allge- 
meinen bestimmt. 

Denn nimmt man acht von denselben zur Bestimmung 
eines Büschels (C^), so geht durch den letzten eine Curve 
des Büschels. Nur wenn dieser mit dem neunten Grundpunkt 
des Büschels zusammenfiele, würde die C^ nicht bestimmt sein. 

Definition« Der Curvenbüschel heisst prqjektivisch m dem 
krummen Gebilde, das p auf 5ß^ oder p auf P^ beschreibt, 

Lehrsatz 2. Eine Gerade , welche zwei Grundpunkte des 
Büschels enthält, wird von den Curven des Büschels (C^) in einem 
m demselben projektivischen geraden Gebilde geschnitten. 
Fig. 84. Es möge G die Basispunkte a, e tragen und x sei der 

dritte Schnittpunkt der C^, welche dem Punkte p von 5ß^ 
zugehört. Wir construiren den Punkt x, indem wir die beiden 
projektivischen geraden Gebilde, in welchen G von (A^) und 
(p) geschnitten wird, aus f auf $^ projiciren. Schneidet 
Aa^j A^ die G in Oq, b^ und pQ, pb die G in q', b', so sind 
a'tto, b'bo, et drei Paar entsprechender Punkte der geraden 
Gebilde auf 6r, und wenn f%, f\, /*a', /Ti' den 5ß^ in a, /3 
a', /3' treffen, so mögen sich /3a', a/3' in t schneiden, dann 
ist et ^^ T die Vervollständigungsaxe der krummen projekti- 
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Tischen Punktreihen auf 5ß^ Ist g der Schnittpunkt von 5ß^ 
mit T, so schneidet f^ die G in x. 

Durchläuft nun C^ den Büschel, p also $ß^, so beschreiben 
a' und b' auf G, also auch «', ^' auf ?ß^ zu einander pro- 
jektivische Punktreihen, also durchläuft t einen Kegelschnitt 
durch «, /3, /*, e, mithin beschreibt c^ einen zu p projek- 
tivischen Strahlenbüschel, daher durchläuft auch | auf $ß^ 
und a; auf G eine zu p projektivische Punktreihe, die mithin 
auch zum Curvenbüschel (C^) projektivisch ist. 




Flg. 84 

Zusatz. Da P^ die Cx^ noch in p, dem Gegenpunkte von 
abcb schneidet, so ist x der Gegenpunkt von hcdp für 
die (7p* und man kann daher obigen Lehrsatz auch so aus- 
sprechen: Sind a, &, c, df, o, b, c, b, e wewn Grundpunkte eines 
Büschels (C*) t^wd p der GegenpufiM von abcb für eine Ourve 
C^, so durchläuft der Gegenpmikt x des Quadrupels hcdp das 
gerade Gebilde ae, welches mm Büschel ((7^ projektivisch ist 

Lehrsatz 3. Der Curvenhiischel (C*) schneidet eine durch 
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einen seiner GrundpunJcte gehende Gerade in einer zu ihm pro- 
jektivischen Involution. 

Der Beweis folgt aus der Definition der Projektivität 
im Büschel (0^) mit Rücksicht auf den Lehrsatz 3 des § 1. 

Lehrsatz 4. Ein Curvenbüschel (C^) schneidet eine Ge- 
rade G der Ebene in einer zu ihm projeJctivischen cubisehen In- 
volution. 
Fig. 85. Es sei $ß^ der Ort der Gegenpunkte p des Quadrupels 
ab cd der Grundpunkte von (C^). Wir bestimmen die Schnitt- 
punkte der Gi^ mit G, welcher der Punkt p^ zugehört. Zu 
dem Ende projiciren wir die Punkte a, h, C aus p^ auf G 
und bestimmen auch die Schnittpunkte Äa^ A^^ Äc^ mit G. 
Dadurch ist die Projektivität zwischen der Involution {G}, 
die {Ä^) auf G ausschneidet und dem geraden Gebilde, das 
(p) auf G bestimmt, festgelegt. Um die Doppelpunkte zu 
bestimmen, projiciren wir beide Gebilde von G auf einen 
Kegelschnitt Ä aus dem Punkte g desselben, a, b, c mögen 
sich nach «', ß\ y projiciren, und ?l, SB, S seien die Strahlen 
von (t), welche die drei Paare der Involution {6r} tragen, 
in welche die Schnittpunkte von A^y A^^ A^ mit G sich pro- 
jiciren. Die Büschel g(cc' ß' y') A (Ä 85 S) erzeugen einen Kegel- 
schnitt jK^, der durch g geht, und Ä noch in dem Tripel u^v^w^ 
schneidet, das aus g auf G projicirt die drei Schnittpunkte 
von G^ mit G liefert. 

K^ ist durch die Schnittpunkte a von ga mit %iß von 
gß' mit 85 und y von gy' mit (5, sowie g und t bestimmt. 

Durchläuft nun pj den 5ß^, so zeigen wir, dass K^ einen 
Büschel beschreibt. Denn a, ^, y beschreiben auf Ä, 85, 6 
zu einander projektivische gerade Gebilde, in denen der Schnitt- 
punkt r nicht allen dreien gemeinschaftlich ist. Es hüllen 
nun die Geraden aß und ßy zwei Kegelschnitte ein, die 85 
zur gemeinschaftlichen Tangente haben. Sie haben daher 
noch wenigstens eine reelle gemeinschaftliche Tangente T, 
die nicht durch t gehen kann. Sie geht aber auch nicht durch ^. 
Schneidet sie Sl, 35, £ in «o? /'oj ^o? ^^ entsprechen diese Lagen 
dem Punkte p^ auf 5ß^ und den Projektionen o^, b^» ^o ^^^ ^* 
Schneidet guj gß', gy' die T in a^, /S^, y^, so ersieht man, 
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dass JS? auf T die iDVolution [T] coDJugirter Pole besitzt, 
welche den projektivischen geraden Gebilden |ai/3] yi | A | «o/^o^ol 
adjungirt ist. Da diese die Projektion der Polinvolution von 
$ß^ auf G ist, indem | a^ \ q | sich nach | a^ ß^ y^ \ und | OoboCo | 




Flg. 86. 



nach I «0 ß^ y^ \ projicirt, so ist {T] unabhängig von der 
Lage von !p, also auch von K^, und alle K^ gehen daher 
durch g, X und die Deckpunkte von { T) bilden daher einen 
Büschel. Mithin durchlaufen uvw auf ^^ eine zum Büschel 
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(C^) projektivische cubische Involution, da der Püschel (K^) 
projektivisch ist zur geraden Punktreihe | a \ und diese zum 
krummen Gebilde, das !p auf ^^ beschreibt. 

Folgerung 1. Im Büschel (C^) sind yier Curven, welche 
eine Gerade G berühren. Folgerung zu Lehrsatz 2 des 
Kap. VII, § 4. 

2. Der Büschel (C*) schneidet einen Kegelschnitt Ä^, 
der durch drei seiner Grundpunkte geht, in einer cubischen 
Involution. Der Beweis ist genau so zu fuhren, wie in Folge- 
rung 3 zu Lehrsatz 4 des § 1. 

Lehrsatz 5. Der Büschel (C^) ist projektivisch mm 

Tangen^tenbüschel der Curven in einem der Basispunkte. 

Fig. 86. Denn ist a der Basispunkt, so ist die Tangente von C^ 

in a die Tangente des Kegelschnittes A^ von (J.^), welcher 

dem Strahle pa von (p) entspricht. Ist (ä*) der zweite 




Fig. 86. 



Büschel, welcher mit {p) dieselbe G^ erzeugt, und $ß^, P^ die 
früher näher bezeichneten Kegelschnitte, so erhält man den 
Kegelschnitt A^ nach Lehrsatz 1 des § 1, indem man den 
Schnittpunkt g von !pa und ^* mit f verbindet und /*g und 
F als die zwei Sekanten zweier Kegelschnitte von (A?) und (31^) 
annimmt. Der so bestimmte Kegelschnitt von {A?) ist der 
A^, welcher den zu f{%) projekti vischen Büschel (A^) be- 
schreibt. Dieser ist zu seinem Tangentenbüschel (a), also auch 
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zum krummen Gebilde g und p auf ^^ projektivisch. Mithin 
ist auch (a) projektivisch zum Curvenbüschel ((7^). 

Lehrsatz 6. Haben zwei Curven C^^, C^ sieben Funkte 
gemeinschaftlich, so schneiden sie sich noch in zwei Punkten. 

Sind a, &, c, d, a, 6, C die sieben Punkte, p^, ^jg ^^^ 
Gegenpunkte für C/, C^^ von abcd, sq ist 

1),(Qbc)Z\(AM,McO, 

Ist 5ß^ der Kegelschnitt durch a, 6, C, p^, p2> so hat dieser 
mit (7i^ ausser a, b, c, pi noch zwei Punkte u, v gemeinschaft- 
lich, daher ist 

weil pi und })2 auf 5ß^ liegen. Da aber w, t? Punkte von C^^ 
sind, so ist 

p,{ahcuv) A (Aa^Äf^^A^AjÄ,^), 
also auch 

p2(abcwi;) A (Aa^A,,^Ac^AJA,'), 
d. h. UyV liegen auch auf Cg^ 

Folgerung. Alle Curven dritter Ordnung, welche durch 
sieben Punkte gehen, schneiden eine unter ihnen, Cj^, in den 
Punktepaaren uv, deren Verbindungsgerade uv durch einen 
festen Punkt i?^ von C^^ geht. Denn ist p^ der Gegenpunkt von 
ab cd für 6^^ und a, b, C die drei übrigen Punkte, so schneidet 
5ß^, durch abcpi gehend, die Cj^ noch in u, v, und der dritte 
Schnittpunkt p^ von uv mit Cj^ ist der Gegenpunkt von 
abcpi für C^. Da «*, t? auch auf C^ liegen und mit dieser 
sich ändern, während C^, also auch a, b, c, p^ festbleiben, 
so bleibt auch p^ fest. 

§ 3. Sätze über Curven dritter Ordnung. 

1. Satz. Sind a, 6, c, d, e, f sechs Schnittpunkte einer 
C^ mit einem Kegelschnitte K^j und schneiden ab, cd, ef die 
C^ noch in cc, ßj y, so liegen a, /3, y auf einer Geraden. 

Denn a ist der Gegenpunkt von cdef für (7^, uud da 
cd mit ef zusammen ein Kegelschnitt des Büschels durch 
(cdef) ist, so müssen seine Schnittpunkte /3, y mit C^ auf 
einer Geraden durch a liegen. 

BoBBK, proj. Geometrie. 13 
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Zusatz 1« Sind a, by c die Schnittpunkte einer Geraden 
G mit C^ und a, b, c die Schnittpunkte von @, so liegen 
die Schnittpunkte a, /3, y von aa, hh, cc mit G^ auch auf 
einer Geraden G\ 

Zusatz 3. Fallen a, a auf G^ zusammen, so wird aa 
die Tangente von C* in a, und ihr Schnittpunkt a' mit G^ 
heisst Tangentiälpunkt von a, so dass also, wenn G mit @ coinci- 
dirt, der specielle Satz gilt: Liegen a, &, c auf einer Geraden G, 
so liegen ihre TangentialpunJcte a', 6', c' auf einer Geraden G\ 
Fig. 87. 2. Satz. Es seien ah, a^\, a^b^ irgend drei Paar Punkte 
der Ebene und a^ der ScJmitipunJct von aa^ mit hb^, a^ der 
SchniWpunM vofi aa^ und hb^ und a der SchnittpunJct a^b2, a^ b^, 
dann gehen alle Curven dritter Ordnung, welche aba^b^ a^ b^ a^ a^ 
enthalten y auch durch a. 

Denn sei G^ irgend eine durch die ersten acht Punkte 
gehende Curve, so liegt der Gegenpunkt von {aba^a^ auf 




Fig. 87. 



a^b2j da aa^ mit ba^ zusammen ein Kegelschnitt des Büschels 
durch (aha^a^ ist. Aus ähnlichem Grunde liegt aher der 
Gegenpunkt auf a^b^y es ist also der Punkt «. 
Fig. 88. 3. Satz» Sind a, 6, c, d vier Punkte einer G^ und geht 
dieselbe auch durch ß, den Schnittpunkt von ab und cd, sowie y, 
den Schnittpunkt von ac und bdj so haben a und d denselben 
Tangentiälpunkt t. 

Denn sei t der Gegenpunkt von (bcßy) fiir G^, so ist 
cy mit bßj ebenso cß mit by je ein Kegelschnitt des Büschels 
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durch (bcßy), also muss die Tangente der C^ von a und von d 
durch t gehen, da a resp. b zusammenfallende Schnittpunkte 
der obigen Kegelschnitte mit C^ sind. 

Aus demselben Grunde haben auch c und i denselben 
Taugentialpunkt u. 

Solche Punkte, welche denselben Tangentialpunkt haben, 
wollen wir conjugirte Punkte der C^ nennen. 

Zusatz 1. Geht die C^ noch durch a, den SchnittpunJct 
von ad und bc, so haben abcd denselben Tangentialpunkt ty 
und bilden ein Quadrupel von G\ 

Denn auch o, d sind dann conjugirte Punkte von C**, 
also muss u mit t coi'ncidiren. 




Fig. 88. 

Zusatz 2. Die Punkte a, j5, y, t bilden in diesem Falle 
wieder ein Quadrupel, denn durch a, 6, c, d, t geht die conische 
Polare Ci*, welche C^ in t berührt. Ist f der Tangentialpunkt 
von t, so ist er Gegenpunkt von (abcd), also gehen auch die 
Tangenten von cc,ß,y durch t\ 

4. Satz. Werden zwei conjugirte Punkte x, j: von G^ aus 
einem beliebigen Punkte a von C^ auf die C^ projicirt, so er- 
hält man uneder zwei conjugirte Punkte ^, y. 

Denn ist a' der Tangentialpunkt von a, und x' der von x 
und E, so schneidet a x in dem Punkte y', der Tangentialpunkt 
von ^ ist, weil xa\^ auf einer Geraden liegen (Zusatz 2 zum 
1, Satz). Aus demselben Grunde ist aber y' auch Tangen- 
tialpunkt von y, da £ay auf einer Geraden liegen. Durchläuft 
a die C*, so beschreiben y^ ein System conjugirter Punkte 
von G\ Zu jedem Punkte y gehört ein einziger bestimmter 
Punkt 9. 

13* 
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Das Paar t/t) heisst mittels des Punktes a aus xi^ 
abgeleitet. Dasselbe kann aus irgend einem anderen Paare 
0^ auch abgeleitet werden, wenn jetj aus x^c abgeleitet wurde. 
Denn wurde ^ J aus x j durch b abgeleitet, so geht C^ durch 
x^y yt)f 0i, a, h also auch durch den Schnittpunkt c von 
xi mit 01 nach dem 2. Satze; d. h. jefj ist mittels c aus x^ 
abgeleitet. 

In dem Quadrupel ab cd sind ab, ac, ad drei Paar 
conjugirter Punkte von C\ und jedes Paar gibt Anlass zu- 
einem System solcher Punkte. Auf C^ existiren daher drei, 
und wie aus dem Zusätze 2 des 3. Satzes folgt, nur drei Systeme 
conjugirter Punkte. 
Fig. 89. Folgerung. Der Schnittpunkt a von xy mit it) liegt 

auf C^ und ist der zu a conjugirte Punkt von C\ Denn 
projicirt man x, j aus y auf C, so erhält man in aa zwei 




Pig. 89. 



conjugirte Punkte, die man auch durch Projektion von x^ 
aus t) auf C^ erhalten muss. 
Fig. 90. 6. Satz. Projicirt man sämmtliche Paare conjugirter 

PunJcte XI von C^ aus einem PunJcte a der G^, so erhält man 
in a eine Strahleninvolution, 

Denn schneidet ax, aic in t) und y, so sind y, \) wieder 
ein Paar conjugirter Punkte und der Schnittpunkt o von xy 
mit e5 ist ein fester Punkt von C^. Ist nun § und ri auf 
ax resp. aj so bestimmt, dass [aa?|t|] und [ayrii] je ein 
harmonisches Quadrupel ist, so geht li^ durch o. Beschreibt 
ax den Strahlenbüschel (ä), so durchläuft § die conische 
Polare Ca des Punktes a, also beschreiben |i; auf G^ eine 
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Involution, die aus a durch eine Strahleninvolution pro- 
jicirt wird. 




Fig. 90. 

6. Satz* Der Ort des Punktes p, aus dem sich drei he- 
liehig gegebene PunJctepaare aa, 6 b, cc durch drei Strahlen- ^ig- 9i. 
paare einer Involution projiciren, ist eine Curve dritter Ordnung 
durch die' sechs Punhte, für welche dieselben drei Paare conjur 
girier Punkte sind. 

Schneiden sich 

6c und hc in a, 

ac und ac in /3, 

ah und ab in y, 



^.^-''' 




80 werden alle Curven dritter Ordnung, welche durch a, a, 
b, b, c, c, ß, y geben, nach dem 2. Satze auch cc enthalten 
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und C* sei diejenige unter ihnen, welche auch den Schnitt- 
punkt S von ac und ac enthält. Dann haben nach dem 
3. Satze a, a und ebenso c, C denselben Tangentialpunkt 
und nach dem 4. Satze also auch &b, und zwar gehören aa, 
6 b, cc einem System conjugirter Punkte von C^ an. Aus 
jedem Punkte p von C^ werden daher nach dem 5. Satze 
die drei Paare durch drei Strahlenpaare einer Involution pro- 
jicirt. 

Es können aber auch auf jeder durch einen der sechs 
Punkte gehenden Geraden nur zwei Punkte des verlangten Ortes 
Fig. 92. liegen. Betrachtet man nämlich die Schaar der Kegelschnitte, 
welche die Geraden ab, ab, a6, ah berühren, so bilden die 
Tangenten, welche man von einem Punkte x an die Kegel- 
schnitte der Schaar zieht, eine Involution, deren zwei Paare 
xa, xa und xb, xh sind (Folgerung 1 zu Lehrsatz 4 des § 2, 
Kap. VI, Seite 141). Sollen nun xc und xc auch ein Paar 
dieser Involution sein, so müssen diese Geraden denselben 




Fig. 92. 

Kegelschnitt der Schaar berühren. Zieht man daher durch c 
irgend eine Gerade G und ist ß^ der Kegelschnitt der Schaar, 
welcher G berührt, so schneiden die zwei von c an ihn gehenden 
Tangenten die G in den zwei Punkten jpj, p2} welche die 
verlangte Eigenschaft haben, also auf dem gesuchten Orte 
liegen. 

Dieser Ort ist mithin nur die Curve dritter Ordnung, 
die oben angegeben wurde. 

7. Satz. Die sämmtlichen Punkte a;, j, wekhe in Bezug 
auf die Kegelschnitte eines Netzes conjugirte Pole sind, bilden 
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ein System conjugirter Punkte einer bestimmten Curve dritter 
Ordnung, der Kerncurve des Netzes. 

Denn sind aa, 66, cc drei solche PaE^re, wodurch das 
Netz, also auch alle übrigen Paare x^ bestimmt sind (Kap. VII, 
§ 2), so folgt aus dem eben bewiesenen 6. Satze in Ver- 
bindung mit dem Lehrsatze 5 des § 2, Kap, VII der vor- 
stehende Satz. 

Zusatz. Seien J, ^, J drei Punkte von C% welche auf 
der Geraden ® liegen, und Xj y, z seien die ihnen conjugirten, 
dann geht yss durch j, xz durch t| und xy durch j, wie ohne 
Weiteres aus dem Lehrsatze 3, § 7, Kap, III folgt. 

Sei nun {jA?) ein Büschel des Netzes und K^ derjenige 
Kegelschnitt dieses Büschels, für den yz Polare von x ist. 
(?l^) sei ein anderer Büschel, dessen Basispunkte nicht auf 
K'^ liegen, dann ist in (31^) ein bestimmter Kegelschnitt S^ 
vorhanden, für den x Pol von yz ist. Für den Büschel 
(jST^S^) ist xyz das allen Kegelschnitten desselben coojugirte 
Poldreieck. Denn die Polare von y muss für K'^ sowol als 
Ä* durch X und ^ gehen, ist also die Gerade x'^^xz. 
Ebenso ist a;j = rry Polare von z für JST^ und ^^. 

Ist umgekehrt xyz ein Poldreieck eines Büschels im 
Netze, und J^ ein nicht in diesem Büschel liegender Kegel- 
schnitt, so schneiden die Polaren von x, y, z für ^ die 
Seiten zy, xz, yx in den drei Punkten j, ^, j, welche auf 
einer Geraden @ liegen. 

Die G^ ist also auch der Ort der conjugirten Tripel 
X, y, z der im Netze enthaltenen Büschel. Aus diesem Grunde 
heisst die G^ auch Tripelciirve des Netzes. 

8. Satz. Eine bestimmte G^ kann als Kerncurve dreier 
verschiedener Netze aufgefasst werden. 

Jedes der drei Systeme conjugirter Punkte einer G^ kann 
als das System conjugirter Pole der Kegelschnitte eines Netzes 
aufgefasst werden. 
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§ 4. Das Netz oonisoher Polaren einer Curve dritter 
Ordnung*). 

Sei H^ die Tripelcurve eines Eegelschnittnetzes^ welche 
die Gerade G in J, ^, J treffen möge, so bilden die diesen 
Punkten im Netze conjugirten Pole x, y, z ein Poldreieck 
eines bestimmten Büschels {K}) des Netzes, g, q\ g", g " seien 
die Basispunkte von {E})j welche wir als Quadrupel [q\ be- 
zeichnen; dann soll die Gerade G jedem der Punkte q als 
auch dem Quadrupel \g] associirt heissen. Jedem Punkte g 
der Ebene ist hiernach eine bestimmte Gerade associirt. 

Lehrsatz !• Durchläuft das Quadrupel [q\ einen Netz- 
Jcegelschnitt F^, so leschreibt die ihm assodirte Gerade G einen 
Strahlenbüschel (p). Der Scheitel p desselben heisse dem Netz- 
kegelschnitte P^ zugeordnet. 

Die Quadrupel [qi] auf P^ sollen von den Kegelschnitten 
(Ki^ eines Büschels ausgeschnitten werden, dessen Basis- 
quadrupel [^q] nicht auf P^ liegt. Ist XqI/qZq das zu [gj und 
XiyiZi das zu [qi} gehörige Tripel, so beschreiben die Kegel- 
schnitte Äj*, welche durch Xq, yQ, Zq, Xi, y», Zt gehen (vergl. 
den Lehrsatz 2, Seite 95) einen Büschel (ffi,^). Denn schneiden 
einander Äj*, Äg^ ausser in ic^J/o^o ^^^^ ^^ ^f ^^ ®®^ ^ ^^® 
Polare von ac für PK Sind dann jc^'nc^' und sr/sTj" die Schnitt- 
punkte von Äi* resp. Äg^ mit ^, so ist sowol jrjr^'or/' als 
auch ajC2^2' ^^^ Poldreieck von P* (vergl. Zusatz auf Seite 96), 
also sind tc^tcI' und tc^tc^' zwei Paare der Involution {^}, 
dieselbe wird von dem Büschel (ßi^^) auf ^ ausgeschnitten, 
Ist Iq der Schnittpunkt von y^z^ mit 5ß, so ist er Pol von 

XqTC für P*, da aj^^r und y^^o ^^^^ ®^^ ^^^^ ^^^ {^} ®^^ 
halten. (Vergl. Seite 133.) Mithin sind Xq^ %q conjugirt im 

Netze. Sind ebenso tj^, j^ die Schnittpunkte von ZqXq, x^y^ 
mit ^, so sind auch ^q, % und ^s^o» io ^^ Netze conjugirte 
Pole d. h. die Gerade ^ ist dem Quadrupel [gj associirt. Es 
bleibt daher 5ß für alle Paare ^h ^? fest, diese müssen also 
alle durch ar, den Pol von 5ß für P^ gehen. 



*) Cfr. Klipper: üeber geometrisclie Netze, Abhandlang der königl. 
böhm. Gesellscliafk YII. Folge, 3. Band, 1889. 
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Der Büschel (K^) bestimmt eine Steiner'sche Verwandt- 
schaft, in welcher dem Punkte tc der Punkt p entsprechen 
soll, dann gehen die den S^^ entsprechenden (?,• durch p und 
sind, wie man leicht erkennt, den Quadrupeln [g,] associirt. 

Anmerkung. Ist P^ ein zerfallender Kegelschnitt ©5, 
so ist der Schnittpunkt s der Chordalen S, © in allen Tri- 
peln enthalten, die den [gj zugehören, daher gehen alle (?»• 
durch den Punkt g, der s im Netze conjugirt ist« 

Folgerung 1. Jedem Punkte^ ist ein bestimmter Netz- 
kegelschnitt P^ zugeordnet. 

2. Der Geraden p^p2 ist das Quadrupel associirt, in dem 
sich die den Punkten ^^,^2 zugeordneten Kegelschnitte P^^, P^^ 
schneiden. 

Lehrsatz 2. Sind K^y II zwei Kegelschnitte des NetzeSj 
Tcy l die ihnen zugeordneten PunJcte, so ist die Polare von Je für 
I? identisch mit der Polare von l für K^, 

Es sei ]iP ein dritter nicht im Büschel (-^^L^) enthal- 
tener Kegelschnitt und m der ihm zugeordnete Punkt. 
Sind Tcy x conjugirt im Büschel (L^ JP) 

hX „ „ „ (Jf^J^^) a) 

^;^ 7> „ iy {K^L") 

SO ist die Gerade Im^^ K Polare von x für E^ 

„ „ mJc = L „ „ A „ L^ b) 

und „ „ Jcl ^M „ ,, ^ „ Jf2 
da K dem Basisquadrupel von (L?M'^) associirt ist u. s. w. 
Daher muss die Polare von h für U durch k gehen zu 
Folge a) und durch X zu Folge b), ist mithin die Gerade 
xX. Ebenso muss aber die Polare von l für iC^ durch X und 
7c gehen, ist also ebenfalls die Gerade Xk. 

Folgerung 1. Ist der Punkt Ä, welcher dem Netzkegel- 
schnitte K^ zugeordnet ist, bekannt, so findet man den einem 
beliebigen Netzkegelschnitte X} zugeordneten Punkt x, indem 
man von h die Polare X für X} bestimmt, wodurch dann x 
als Pol von X für S? sich ergiebt. 

2. Beschreibt 57 einen Büschel (Jf^), so durchläuft der 
zugeordnete Punkt h ein zu {EI) projektivisches gerades Ge- 
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bilde auf der Geraden G, welche dem Basisquadrupel von {K^ 
associirt ist. 

Dass Tc auf G liegen muss, ist ohne Weiteres klar. Sei 
K^ ein fester Kegelschnitt des Büschels, Tcq der ihm zugeord- 
nete Punkt und Xq der h^ im Büschel {K^) conjugirte Pol. 
Dann beschreibt die Polare K von Tc^ für den variablen 
Kegelschnitt K^ den zu {K^) projektivischen Strahlenbüschel 
(x^j) und die Pole Tc von K für K^^ beschreiben das zu (x^^), 
also auch {K^)j projektivische gerade Gebilde auf G, 

Anmerkung. Da die Pole der Strahlen K von (x^) für 
K^ auf G liegen, so ist G Polare von Xq für K^^ wir haben 
daher auch folgende Construction des dem K^ von (K^) zu- 
geordneten Punktes \: 

Ist Kq ein Kegelschnitt des Büschels (K^), dessen Basis- 
pimTcten die Gerade G associirt ist, so lestimme man den Pol Xq 
von G für K^y dann ist der zu Xq im Büschel (ET) conjugirte 
PtmM Jcq dem Kegelschnitte K^ zugeordnet. 

Lehrsatz 3, Bie dem Funkte q associirte Gerade G ist 
Polare von q für den Kegelschnitt Q^, der q zugeordnet ist. 

Sei (K^) der durch q gehende Büschel, dann liegen alle 
Je auf G, Die Polare von h für Q^ ist identisch mit der 
Polare von q für K^, ist also die Tangente von K^ ia q. 
Da mithin i, q für Q^ conjugirt sind, so durchläuft Ä die Po- 
lare von q für Q^. 

Folgerung. Geht der Netzkegelschnitt Ä^ durch den 
zugeordneten Punkt a, so berührt Ä^ die a associirte Ge- 
rade -4; und umgekehrt, geht die a associirte Gerade Ä durch 
a, so berührt der a zugeordnete Kegelschnitt Ä^ die Ä in a. 

Lehrsatz 4. Auf jeder Geraden G liegen drei Punkte 
a, 6, c, durch welche die ihnen zugeordneten Kegelschnitte 
Ä^, B^, C^ gehen. Von diesen Punkten ist stets einer reell, die 
zwei anderen können conjungirt imaginär sein. Schneiden 
Ä^, B^, C^ die G in ad, hb', cc, so sind [a6a c], [bab'c] und 
[cac'b] harmonische Quadrupel 

Durch das G associirte Quadrupel gehen die Kegel- 
schnitte K^ des Büschels (K^), welche G in der Involution 
[G] schneiden, die projektivisch ist zu dem geraden Ge- 
bilde \G\, das k auf G beschreibt. Den Punkten Ä^, k mögen 
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die Paare m^mQ resp. mm' entsprechen, die Schnittpunkte 
von Kq^, K^ mit Q sind. Zufolge Lehrsatz 2 wird der Punkt x, 
welcher mm' von Tc^ harmonisch trennt, auch m^m^ von h 
harmonisch trennen. 

Wir denken uns nun { G ] und | G \ aus einem Punkte rig. 93. 
des Kegelschnittes Ä auf diesen projicirt und behalten die- 
selbe Bezeichnung der Punkte bei. Ist dann ft^ der Pol von 
m^m^ und /* der von mm' für Ä, so schneiden einander ft^^ 
und ihIcq auf Ä in dem Punkte x. Da ^ die Polare J der 




Fig. 93. 

Involution auf Ä beschreibt, während Tc^ und ft^ fest bleiben, 
so beschreibt Tc ein zur Involution projektivisches Gebilde 
auf Ä, das mit der Involution drei Doppelpunkte gemein- 
schaftlich hat, die auf G projicirt die Punkte a,i,c geben. 

Ist 1 der Pol von aa' und 2 der Pol von hb' für S, so Fig. 94. 
muss 16 sich mit 2a in einem Punkte x von Ä schneiden, 
dann ist x der dritte Doppelpunkt c. Denn schneidet die Tan- 
gente von Ä in a? die Gerade ab in 3, so liegen 1, 2, 3 auf einer 
Geraden J, denn das Dreieck abx ist ^ eingeschrieben und 
1, 2, 3 sind die Schnittpunkte der Tangenten von Ä in a, 6, x 
mit den gegenüberliegenden Seiten. (Anmerkung zum Pascal- 
schen Satze, Seite 53.) Es ist mithin «7"= 123 die Polare 
der Involution, die aa'^ bV bestimmen. Ist x' der zu x in der 
Involution conjugirte Punkt, so ist 3 Pol von xx' für Ä. Da 
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sich nun 3a und Ix in b schneiden ^ so entspricht x dem 
Paare xx', oder x ist der dritte Doppelpunkt c. 

Die Figur zeigt nun sogleich, dass [abac]j [bab'c] und 
[cbcd] harmonische Quadrupel sind. 




Fig. 94. 

Anmerkung. Man beweist an obiger Figur leicht, dass 
wenn aa\ hh% cc eine solche Lage haben, dass \ahac]^ [bch'a], 
[cac'b] harmonische Quadrupel sind, aa', bb\ cc' drei Paare 
einer Involution werden. 

Auf den Geraden Ä, welche durch einen ihnen associirten 
Punkt a gehen, liegt nur noch ein Punkt b, durch den sein 
zugeordneter Kegelschnitt B^ geht. Da der Büschel (K^) 
durch a geht, so schneidet er Ä nur in einer Punktreihe, die 
zu der von Je durchlaufenen projektivisch ist. Ein Deckpunkt 
beider ist a, indem Ä^ die Ä in a berührt. Es tritt mithin 
noch ein zweiter b auf. 

Lehrsatz 5, Die conischen Polaren J? der Punkte a 
einer Curve dritter Ordnung C^ liegen in einem Kegelschnitt- 
netze. Jedem PunTcte von C^ ist seine conische Polare zugeordnet 

Wir zeigen vorerst, dass die drei Polaren A^y B^, C^ 
der drei Schnittpunkte a, 6, c einer willkürlichen Geraden G 
mit G^ in einem Büschel liegen. Schneiden die drei Polaren 
G in aa'y bb\ cc', so stellen (Lehrsatz 6, Seite 186) [afta'c], 
[bcb'a] und [cacb] harmonische Quadrupel vor, also sind 
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der obigen Anmerkung zufolge aa\ hVy cc drei Paare einer 
Involution {(?}, die vom Büschel {A?B^) etwa auf G aus- 
geschnitten wird. Daher geht die Curve C^ des Büschels 
{A^B^)y welche c enthält, auch durch c. 

Sind ÄjB,C die Tangenten von C^ in a, 6, c, also auch rig. 95. 
Tangenten von Ä^, B^, C^ in diesen Punkten, so geht zu Folge 
der Beziehung von Ä^ zu C^ die Tangente von Ä^ in a' 
durch den Schnittpunkt a^ von B, C. Ebenso ist auch, wenn 
Ay B sich in c^ und A^C m\ schneiden, c^c Tangente von 
C^ und &!&' Tangente von JB^ Der Schnittpunkt u von A 




Fig. 95. 

mit a^a' ist also Pol von O für A^, der Schnittpunkt t; von 
\V mit J5 der Pol von O für JB^ und der Schnittpunkt w 
von Cjc' mit C der Pol von G für (7^ Da nun [aqwftj und 
[&Ci«;ai] harmonische Quadrupel sind, so geht uv durch c 
(Folgerung 2 zu Lehrsatz 1, Seite 5). Ebenso geht vw durch 
a und m;w durch 6. Die Gerade cv ist Polare von a für B\ 
weil c von a durch &, &' harmonisch getrennt und v der Pol 
von G für JB^ ist; da sie durch u geht, so sind a, u conjugirt 
im Büschel (A^B^) und ebenso sind b, v im Büschel (A^B^) 
conjugirt Es ist ferner bu Polare von c für A^ und av 
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Polare von c für B^, also ist der Schnittpunkt w beider Po- 
laren conjugirt zu c im Büschel {A^B% mithin sind Wy c auch 
conjugirt für C^. Die Polare von a für C^ muss durch u 
gehen, und da 6 von a durch c, c' harmonisch getrennt ist, 
ist tu diese Polare d. h. a, w sind für C^ auch conjugirt, 
o'der ac^>=^ G ist Polare von w? für C^^ ebenso wie für (7^ 

Um nun die Identität von G^ und C^ zu erweisen, be- 
merken wir vorerst Folgendes. Wir sahen, dass cv Polare 
von a für B^ ist; da ferner cu = cv Polare von 6 für A^ ist, 
so erhalten wir den Satz: 

Sind a, b irgend zwei Punkte von C^ und Ä\ B^ ihre co- 
nischen Polaren, so ist die Polare von a für B^ identisch mit 
der Polare von b für Ä^. 

Sei nun irgend ein Punkt von C^, und Z^ seine conische 
Polare, so werden die Polaren von z für Ä^, B% C^ dieselben 
sein, wie die Polaren von a, b, c für Z*, d. h. sie gehen alle 
drei durch den Pol t von G für Z^, der zu im Büschel 
(Ä^B^) conjugirt ist. Es sind mithin js?, t conjugirt für C^^, 
aber auch für C^, also sind (7* und C^^ identisch. (Vgl. die 
1. Aufgabe Seite 143.) 

Wir machen nun den Büschel (Ä^B^C^ . . .) A \abc ...\, 
wodurch jedem Punkte Ic von G ein bestimmter Kegelschnitt 
K^ des Büschels entsprechen wird. Die Polaren von z für 
die Kegelschnitte K^ beschreiben den Büschel (t) und die 
Polaren von Je für Z^ beschreiben einen zum ersteren con- 
centrischen projektivischen Büschel. Da beide conlocalen 
Büschel aber drei Strahlen gemeinschaftlich haben, die Polaren 
von für A^,B^,C^, so sind sie identisch, d. h. die Polare 
von für jeden £? ist auch Polare von k für Z^, 

Sei nun X* die Polare eines beliebigen Punktes x von (7^, so 
beweisen wir, dass X^ in dem durch Ä^, B^, Z^ bestimmten Netze 
enthalten ist. Zu diesem Zwecke zeigen wir vorerst, dass G 
in dem durch Ä^, B^, Z^ bestimmten Kegelschnittnetze dem 
Basisquadrupel von {A}B^) associirt ist, und dass die Punkte k 
den Kegelschnitten JS? zugeordnet sind. Denn ist s, s', s" das 
dem Büschel {A?B^) conjugirte Poldreieck, so ist s der Schnitt- 
punkt eines im Büschel enthaltenen Geradenpaares ©5, wel- 
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chem der Punkt g von G entsprechen möge. Da die Polaren 
von g für Ä^, B% Z^ identisch sind mit den Polaren von 
a^hyZ für ©Ä, diese aber durch s gehen (VI, § 1, Lehrsatz 3, 
Seite 131), so ist s zu g im Netze conjugirt. Da dasselbe 
von %\ Ö" gilt, welche Punkte den in 5' resp. s" sich schnei- 
denden Geradenpaaren des Büschels {A^JB^) entsprechen, so 
ist G die, dem zu ss's" gehörenden Quadrupel, associirte Ge- 
rade. Jedem Punkte Tc ist dann der Kegelschnitt K^ zuge- 
ordnet, da den Punkten a, h, c die Kegelschnitte Ä^, JB^, C^ 
zugeordnet sind, nachdem der Pol u von G für A^ zu a im 
Büschel (A^B^) conjugirt ist (Anmerkung auf Seite 202). e 
ist der zugeordnete Punkt von Z^ (Lehrsatz 2). 

Sind Xi, Xg, Xq die Polaren von x für A^y JS^, Z^, so 
sind diese Geraden auch Polaren von a, h, für die conische 
Polare X* des Punktes x von C^. Um nun den dem Punkte x 
zugeordneten Netzkegelschnitt X^* zu bestimmen, kann man 
nach Lehrsatz 2 die Polaren Xj, Xg, X3 von x für A^, JS^ Z^ 
als Polaren für den Xj* den Punkten a,b, zuweisen. Da 
nun Xj, X2, X3 nicht durch einen Punkt gehen, so muss Xj* 
mit X* identisch sein. Hiermit ist der Lehrsatz 4 vollständig 
bewiesen. 

Deflnition. Jeder Kegelschnitt des Netzes, das die coni- 
sehen Polaren der PunJcte einer Curve dritter Ordnung G^ ent- 
hält, hdsst conische Polare des ihm zugeordneten Punktes und 
dieser der Pol des ihm zugeordneten Kegelschnittes. 

Die Polare des Punktes p in Bezug auf seine conische Po- 
lare P^ heisst gerade Polare von p für C®, p selbst, ein P asso- 
ciirter Punkt, heisst Pol von P für C^. 

Mit Rücksicht auf das Vorangehende ergeben sich nun 
folgende Sätze: 

Ist q ein Punkt der geraden Polare P von p, so geht die 
conische Polare Q^ von q durch p (Lehrsatz 3). 

Die conischen Polaren der Punkte einer Geraden G bilden 
einen Büschel, dessen Basisquadrupel die Pole der Geraden G 
für C^ sind (Folgerung 2 zu Lehrsatz 2). 

Die conischen Polaren der Punkte einer Tangente A von 
C^ gehen durch den Berührungspunkt a derselben. Daher 
geht die conische Polare des Punktes p durch die Berührungs- 
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punkte der von p an G^ gehenden Tangenten. Mithin gilt 
der Satz: Von einem Funkte p der Ebene gehen höchstens sechs 
Tangenten an die C^, welche Schnittpunkte von C^ mit der 
conischen Polare von p sind. 

Lehrsatz 6. Ein Kegelschnittnetg Icann stets als das Neta 
conischer Polaren einer bestimmten Curve dritter Ordnung be- 
trachtet werden. 

Um nicht weitläufig zu werden, setzen wir ein Netz 
voraus, dessen Kegelschnitte nicht alle durch feste Punkte 
gehen. 




Fig. 96. 

Fig. 96. Seien a, b, c drei Punkte einer Geraden 6r, welche auf 

ihren zugeordneten Kegelschnitten A^y B^, C^ liegen; so mögen 
die Tangenten A, B^G der letzteren in a,b,c ein Dreieck 
^i^i^i bilden und aa', 66', cc' seien die Schnittpunkte von 
A^, B^, G^ mit G, also Paare der Involution [G). 

Sind UfV,w die zu a,byC im Büschel (A^B^G^) conju- 
girten Punkte, so ist uv Polare von a fiir B^ ebenso wie die 
Polare von 6 für A^ (Lehrsatz 2), sie geht also durch c, da 
[a 6c6'] ein harmonisches Quadrupel ist (Lehrsatz 4). Ebenso 
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geht VW durch a und wu durch b. Es muss ferner u auf A, 
V auf B und w auf C liegen. Aus den harmonischen Eigen- 
schaften des Viereckes a^vuw folgt dann, da vw durch a geht, 
dass a^u durch a' gehen muss, denn [aha'c] ist ein harmo- 
nisches Quadrupel. Es ist also a^a' Tangente von A^j ebenso 
sind bi b' und c^ c' Tangenten von B^ resp. C^. 

Ist z ein vierter Punkt, der auf seinem zugeordneten 
Kegelschnitte Z'^ liegt, so seien X^, X^ seine Polaren für A^ 
resp. B^, also auch die Polaren von a resp. b für Z^, die 
sich im Pole t von G für Z^ schneiden, der zu z conjugirt 
im Büschel {A?B^) ist. Schneidet die Gerade za resp. zb die 
J.^ resp. JS^ in g resp. 7i und werden a:, j/ so bestimmt, dass 
\z%xa\ und [zriyb] harmonische Quadrupel sind, so liegen 
auch die Punkte x und y auf den ihnen zugeordneten Netz- 
kegelschnitten (Lehrsatz 4). 

Es sei C^ die Curve dritter Ordnung, welche durch 
a, &, Cj X, y, z geht und -4, J5, (7 zu Tangenten hat. Durch 
diese Bestimmungsstücke ist C^ vollständig bestimmt (vergl. 
Kap. VIII, § 2, Folgerung 3 zu Lehrsatz 1, Seite 187). Es ist 
auch nur eine C^ möglich, da x, y, z nicht in gerader Linie 
liegen. Für diese C^ ist das Netz conischer Polaren identisch 
mit dem vorgelegten. Denn die conische Polare von a muss 
durch a' gehen und A sowie a^a berühren, aber auch den 
Punkt I enthalten, ist also mit A^ identisch, ebenso ist B^ 
die conische Polare von 6. Die conische Polare von z hat 
dann X^, Xg zu Polaren von a und b (vergl. den Satz auf 
Seite 206) und da sie durch z gehen muss, ist sie mit Z^ 
identisch (vergl. die 7. Aufgabe Seite 75). 

A^f JS^, Z^ bestimmen sowol das vorgelegte Netz, als das 
Netz conischer Polaren der C^. 

Aus dem eben bewiesenen Lehrsatze, aus Lehrsatz 4 und 
5 und aus der Folgerung zu Lehrsatz 3 ergibt sich: 

Die Curve dritter Ordnung C^ ist der Ort der Punkte x, 
welche auf den ihnen zugeordneten Netzhegelschnitten X} liegen j 
und dieselbe C^ wird eingehüllt vofi den Geraden A der Ebene, 
welche durch einen ihnen assodirten PunJct a gehen. 

Wir wollen noch kurÄ den Fall erwähnen, dass A, By C 

BoBBK, proj. Geometrie. 14 



2 10 VlIL § 4. Das Netz conischer Polaren. 

nicht wie vorausgesetzt wurde, ein Dreieck a^iiC^ bilden, son- 
dern sich in einem Punkte s schneiden. Dann folgt sogleich, 
dass UfVyW auch in s liegen müssen. Daher wird s Pol von 
G für A^ und JB^, mithin ein Punkt der Tripelcurve H^ des 
Netzes, G ist dem Quadrupel von (^Ä^B^) associirt. Ist g der 
s im Netze conjugirte Pol, also auf G und n^ gelegen, so 
seien g', §" die zwei anderen Schnittpunkte von G mit H^ 
und g' von § verschieden. Der zu §' im Netze conjugirte 
Pol s' muss zum Poldreieck des Büschels (^A^B^C^) gehören 
(Zusatz zum 7. Satze auf Seite 199), also auf G und H^ 
liegen, d. h. es ist dies der Punkt §", da es § nicht sein 
kann. Die Gerade s'ö' = 6r ist daher eine Chordale des 
Netzes (Kap. VII, § 2, Lehrsatz 2, Seite 167). Umgekehrt ist 
G eine Chordale des Netzes, dann schneiden sich die drei 
Tangenten Äj B, C in einem Punkte der H\ 

Anfgalbe. Es ist ein Kegelschnittnetz gegeben; man be- 
stimme die Curve dritter Ordnung C^, für welche dasselbe 
das Netz conischer Polaren ist. Die Lösung ergibt sich aus 
dem Vorhergehenden. 

Lehrsatz 7. Der Ort der Punicte §, deren conische Po- 
laren für C^ in zwei Gerade S, @ zerfallen, ist die Tripelcurve 
H^ des Netzes conischer Polaren von C^. g und der Schnitt- 
punJct s von S, @ sind conjugirte Pole im Netze. 

Jede Gerade G enthält drei Punkte §, §', §", deren co- 
nische Polaren die drei Geradenpaare des Kegelschnittbüschels 
sind, dessen Basispunkte die Pole der G darstellen. Ist aber 
g ein Punkt von 11% s der ihm im Netze conjugirte Pol, so 
ist s Ecke eines Tripels s, 5', s", dessen zugehöriges Quadrupel 
[q] auf zwei durch s gehenden Chordalen liegt, welche 8 im 
Netze zugeordnet sind (Anmerkung auf Seite 201). 

Die t/urve H^ heisst Hesse'sche Curve der Curve dritter 
Ordnung C^ oder auch Jacobi'sche Curve des Kegelschnitt- 
netzes. 
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